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B 容 m + 


多 元 复 分 析 是 现代 数学 中 最 为 活跃 的 学 科 
之 一 .本 书 介绍 多 复 变 数 中 有 广泛 应 用 的 三 种 方 
法 :积分 表示 , 复 几何 , 层 与 上 同调 理论 . 在 此 基 
础 上 详细 介绍 近 二 十 年 来 莲 勃 发 展 的 研究 方向 : 
多 复 变 函 数 的 积分 表示 与 5 方程 ,Stein 流 形 上 的 
函数 论 , 全 纯 开拓 和 双全 纯 映 射 的 Fefferman 定 
理 等 ,目的 是 帮助 读者 较 快 地 进入 前 沿 开展 研究 
工作 . 

本 书 适合 大 学 数学 系 师 生 ,以 及 从 事 函 数 
论 , 代 数 几何 ,微分 几何 ,拓扑 学 、 微 分 方程 和 理 
论 物 理 研究 的 工作 者 阅读 . 
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多 元 复 分 析 是 现代 数学 中 最 为 活跃 的 学 科 之 一 . 量变 到 质变 
的 规律 使 多 元 复 分 析 和 单 复 变量 分 析 的 理论 在 许多 方面 都 绝 然 不 
E. 例如 单 复 变量 的 Riemann 映射 定理 在 多 复 变 量 已 不 再 成 立 ,C" 
空间 中 域 的 分 类 问题 至 今 没有 解决 ;又 如 在 C" 空间 中 一 域 上 的 全 
纯 函 数 的 数值 有 时 不 必 由 全 部 边界 上 的 数值 决定 ;此 外 在 C" 中 有 
Bt if Hartogs 现象 ,例如 在 超 球 环 记过 |21? + |221? < 1 pE 
函数 一 定 在 超 球 12 |? + |Z,|° < 1 Et. 

早 在 19 世纪 末 和 20 世纪 初 许多 著名 数学 家 就 已 提出 多 复 变 
数 中 的 著名 问题 ,例如 1907 年 H， Poincare' 就 已 发 现 C* 中 的 双 圆 
柱 和 超 球 不 是 全 纯 等 价 的 ,因此 单 复 变量 的 Riemann 映射 定理 在 
C" 中 不 再 成 立 ;1895 年 Cousin 提出 了 著名 的 Cousin 问题 , 即 在 C" 中 
拓 广 单 复 变数 的 Mittag-Leffler 定理 和 Weierstrass 定理 ;1911 4E E - 
E * Levi 提出 拟 凸 域 是 否 纯 域 的 Levi 问题 ;1936 年 - Cartan 提出 
可 递 域 是 否 都 是 对 称 域 ?但 是 这 些 著 名 猜想 一 直到 本 世纪 50 年 代 
3⁄J H + Cartan J J + P + Serre 才 漂亮 地 解决 了 Cousin [8] ,K + Oka 
等 人 解决 了 Levi 猜想 ,60 年 代 初 Hlareuun-lllanupo 2 # H f E + 
Cartan 猜想 的 反例 . 由 于 这 些 难题 的 解决 ,从 而 也 发 展 了 一 些 有 效 
的 方法 ,例如 多 次 调和 函数 ,全 纯 函 数 局 部 环 的 代数 “凝聚 理论 ” 
和 凝聚 解析 层 的 上 同调 理论 等 ,因而 也 促进 了 多 复 变 数 和 现代 数 
学 的 发 展 . 60 年 代 中 JJ + Kohn, L + Hórmander $8 70 4g] P M + 
Xeukun, H + Grauert,I * Lieb 等 人 又 解决 了 在 多 复 变 函 数论 中 有 重 
大 意义 的 3 问题 ,分 别提 出 了 3 问题 的 估计 和 ZL” 估计 方法 ,从 而 
又 提供 了 一 种 解决 Cousin 问题 和 Levi 问题 的 新 方法 . 1974 4E C - 
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Fefferman 又 提出 了 双全 纯 映 射 的 Fefferman 定理 ,为 拟 凸 域 的 分 
类 问题 开辟 了 方向 . 自从 1970 年 上 . M - Xemam 和 H + Grauert,1 + 
Lieb 等 得 到 了 3 方程 解 的 积分 表示 以 后 ,积分 表示 的 方法 就 成 为 研 
究 多 复 变 函数 的 较 统一 的 方法 ;积分 表示 方法 一 方面 既 容 易 和 单 
复 变数 的 Cauchy 积分 方法 类 比 ,同时 由 于 具体 ,因此 也 便于 估计 ， 
所 以 二 十 年 来 得 到 蓬勃 的 发 展 . 由 以 上 所 说 可 知 多 元 复 分 析 的 研 
究 虽然 在 19 世纪 末 和 20 世纪 初 就 已 开始 ,但 一 直到 50 年 代 以 后 
才 开始 得 到 发 展 ,特别 是 70 年 代 以 后 更 是 方兴未艾 . 

由 于 多 元 复 分 析 的 研究 对 象 是 多 复 变 数 的 函数 和 复 流 形 , 所 
以 在 它 的 研究 中 几乎 使 用 了 所 有 现代 数学 的 概念 和 方法 ,例如 微 
分 几何 ,代数 几何 , 李 群 ,拓扑 学 , 偏 微分 方程 , 泛 涵 分 析 等 等 ,而 多 
复数 的 发 展 又 促进 了 其 它 学 科 的 发 展 ,例如 大 范围 分 析 , 代数 几 
何 , 微 分 几何 , 偏 微分 方程 等 . 

根据 编者 多 年 从 事 多 元 复 分 析 的 教学 和 研究 , 深 感 入 门 不 易 ， 
深造 更 难 ,主要 是 由 于 多 元 复 分 析 的 内 容 广泛 ,用 到 的 数学 工具 
多 ,难于 自学 ,所 以 很 需要 有 一 本 有 现代 水 平 的 ,能 在 有 限 篇 幅 中 ， 
既 介绍 这 学 科 的 发 展 主流 和 最 新 成 果 , 又 介绍 必要 的 各 种 数学 方 
法 . 基于 这 个 设想 ,本 书 介绍 了 多 复 变 数 中 目前 广泛 应 用 而 又 必要 
的 三 种 方法 ;积分 表示 , 复 几何 和 层 与 上 同调 理论 ,同时 详细 介绍 
了 多 复 变 全 纯 函 数 的 基本 性 质 和 全 纯 域 与 拟 凸 域 的 理论 ,目的 是 
为 初学 者 打 好 必要 的 基础 ;在 这 基础 上 我 们 详细 介绍 了 近 二 十 年 
来 茵 勃发 展 的 研究 方向 :多 复 变 函 数 的 积分 表示 与 方程 ,Stein 流 
形 上 的 函数 论 , 全 纯 开拓 和 双全 纯 映 射 的 Fefferman 定理 等 ,目的 
是 引导 帮助 读者 较 快 地 进入 前 沿 开 展 研究 工作 . 

本 书 第 一 章 介 绍 多 复 变数 全 纯 函 数 的 基本 性 质 , 第 二 章 介绍 
全 纯 域 与 拟 凸 域 ,第 三 章 介绍 微分 形式 和 Hermite 几何 ,第 四 章 介 
绍 多 复 变 函 数 的 积分 表示 与 ?一 方程 ,第 五 章 介绍 复 流 形 上 的 函 
数论 ,第 六 章 介绍 层 与 上 同调 及 其 应 用 . 
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本 书 的 叙述 尽 可 能 将 抽象 概念 具体 化 ;详细 介绍 问题 的 历史 
背景 和 发 展 前 景 ,指出 必要 的 参考 文献 供 读者 进一步 研究 时 参考 ， 
同 时 本 书 叙 述 时 也 尽 可 能 让 读者 了 解 多 元 复 分 析 的 全 貌 ,详细 分 
Br 各 种 问题 和 方法 之 间 的 联系 ,并 着 重 介绍 上 述 二 十 年 来 蓬勃 发 
展 的 多 复 变 函 数 的 积分 表示 与 一 方程 ,Stein 流 形 上 的 函数 论 等 
几 个 研究 方向 ,以 便 使 读者 能 在 较 短 时 间 内 独立 进行 研究 工作 . 

多 元 复 分 析 的 研究 内 容 广泛 ,方法 繁多 ,本 书 介 绍 的 只 是 其 中 
的 一 部 分 ,但 是 只 要 掌握 了 这 些 内 容 ,就 不 难 乘 胜 前 进 扩大 阵地 ， 
更 新 武器 ;同时 我 们 认为 正 因为 多 元 复 分 析 的 研究 内 容 广 泛 , 所 以 
容易 吸引 有 广泛 兴趣 的 数学 工作 者 ,也 正 因为 使 用 的 方法 多 ,所 以 
PL 在 某 些 方面 已 学 有 所 长 的 ,都 可 以 在 这 块 光辉 灿烂 的 园地 有 用 
武之 地 ,所 以 希望 更 多 的 有 志 青年 进入 这 块 有 吸引 力 的 美丽 园地 ， 
为 多 元 复 分 析 的 发 展 作出 杰出 的 贡献 . 

本 书 的 编写 得 到 国家 自然 科学 基金 和 河北 省 教委 的 赞助 . 


编 者 
1989 年 7 月 


Complex Analysis in Several Variables 


Zhong Tongde Huang Sha 


This introductory text deals with three fundamental methods in 


several complex variables: Integral representations Complex geometry, 


- Sheaf and Cohomology theory. On the basis of these methods the authors 


devote to introducing some research topics which are developping quick- 
ly in the last 20 years: Integral representations in several complex vari- 
ables and o-equations, Theory of functions on Stein manifolds, Holo- 
morphic extension and C * Fefferman's famous mapping theorem of bi- 
holomorphic mapping. etc., so that the readers may get an all-round 
view of the recent developments of researches on these subjects. 

The authors devote the first chapter to introducing the definition of 
holomorphic functions of several complex variables and their fundamen- 
tal properties. The second chapter discuss holomorphic domains and 
pseudoconvex domains. Holomorphic convexity, Levi convexity and 
plurisubharmonic convexity are introduced, and pseudoconvex domain 
with C? smooty boundary . general pseudoconvex domain as well as 
Levi problem are discussed. The third chapter discuss differential forms 
and Hermitian geometry. Stoke's formula. Vector boundles and holo- 
morphic vector boundles, connection and curvature of vector boundles, 
Hermitian manifolds and Kaehler manifolds are treated. Described me- 
thodically in the fourth chapter are various integral representations of 
the holomorphic functions on various domains in the space of C" and 


ede 


Stein manifolds, for example Bochner-Martinelli integral representa- 
tion, Cauchy-Fantappie formula, Henkin-Ramirez formula. The Kop- 
pelman-Leray formula and the integral representations of the solution of 
Ə-equations of (p. q) type are described. The fiveth chapter devote to 
discuss function theory on complex manifolds. J + Plemelj formula with 
Bochner-Martinelli kernel in C^ and Stein manifolds, Hartogs-Bochner 
theorem of holomorphic extension are introduced. Besides, the orthogo- 
nal systems and Bergman kernel function theroy on the bounded domain 
in C" are discussed, and a simplified proof of C + Fefferman's famous 
mapping theorem is introduced. In the last chapter are the sheaf and co- 
homolgy theory and its application to Cousin problem and division prob- 
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第 一 章 “多 复 变 数 全 纯 函 数 的 基本 性 质 


由 于 在 复数 平面 上 著名 的 Riemann 映射 基本 定理 在 多 复 变 数 
空间 C" 中 不 再 成 立 ( 参 考 后 面 的 第 1. 4. 4 段 ),C" 空间 中 不 同 区 域 
上 的 全 纯 函 数 的 Cauchy 积分 公式 具有 各 种 不 同形 式 (参考 第 四 
章 ),C" 空间 中 的 全 纯 函 数 还 有 复数 平面 上 没有 的 Hartogs 现象 ( 参 
考 1. 3.3 段 和 第 二 章 ), 所 以 多 复 变数 全 纯 函 数 的 性 质 已 在 许多 方 
面 和 单 复 变 数 全 纯 函 数 截然 不 同 ,本 章 介 绍 多 复 变数 全 纯 函 数 的 
RE 义 和 一 些 同 单 复 变数 全 纯 函 数 类 似 的 性 质 , 作 为 以 后 各 章 内 容 
的 基础 . 


$11 多 复 变数 全 纯 函 数 的 定义 和 简单 性 质 


111 记号 

我 们 分 别 用 C0" 和 户 表 示 个 复 变数 和 实 变数 的 空间 ,0" = R 
+ iR". Fr 空间 中 的 点 用 z = (zz ez.) ase n 等 表示 ;C0" 空间 中 
JB REAL RH Z= Giza) = z+ ig, 表示 . 8 z B) ERE 8 HJ 
2 表示 ,z 一 z 一 动 .符号 jal, laelae e 分 别 表示 欧 几 里 得 长 
度 ( 模 ) 和 数量 积 

1z| 一 Z ,z6 = zigi + més + ** + n6. 


如 果 a = (ac,…m) 表示 具有 非 负 分 量 的 整数 向 量 , 命 
9 9 9 
27 (ox) 
FL 
P 22,192;2202,^ 


a! = mjalti! = nmn n^. 


D slaj = a + ax + "° + a,, 


符 导 ~ 也 可 以 用 来 表示 负 整 数 a, 的 情形 . 向 量 (1,1,…1) dO T. 
当 不 致 引起 混乱 时 ,我 们 将 记 zz z, H zd dzidz…dz 为 dz, 以 
RU) 为 

WEL E C',r > 0, 以 

B(2,r) = (z€ C'*, |z — 2| <r) 
定义 以 z 为 心 半 径 为 > 的 开 球 ,以 
D(2,r) = (z € C',|z, — 2| <r j= l,a} 

定义 以 aa 为 心 半径 为 > 的 开 多 圆柱 . DAL CO. DE 
C. 符号 BG" T) D GP ,r) 分 别 表示 B(2 T) ,D(z ,r) 的 闭 包 . 有 时 
考虑 如 下 形式 

Dr(zrz) = Dm) X + X Dm) = 
(z€ C'.|z, —2| «rj 二 1,…,n} 的 多 圆柱 ,其 中 7 = (m1,…， 
n)» 

C" 空间 中 的 “区 域 2D 是 一 连通 开 集 ,在 许多 情形 R (或 0") 中 
的 区 域 D 都 具有 — C? 边界 ,j 之 1. 后 者 表示 有 一 C 函数 p: R" 
一 有 (或 0:C" — R) 使 得 

D= (zip(z) < 0) 

且 对 所 有 >E 9D,gradp(z) 关 0, 我 们 用 记号 9D 表示 D 的 边界 ,函数 
p FS D 的 定义 函数 . 

定义 

do(z) = dv, (2) = (z) E A dai) Ne A ( A dz, 


= [w] ue. A dp) A … A Gidz, A dy) 
= dz, A dy, 人 … A dz, A dy. 
为 C" 的 体积 形式 ,记号 dv 也 表示 R` 的 体积 . 


1.1.2 多 复 变 数 全 纯 函 数 的 定义 
我 们 有 以 下 四 个 多 复 变 数 全 纯 函 数 的 定义 . 
25 


定义 1.1.1 全 纯 函 数 的 Riemann 定义 ta 
2 € C" 全 缉 , 如 果 在 这 点 的 某 一 邻 域 存在 所 有 一 masg = 


1,2, ,nn, 即 如 果 满 足 Cauchy-Riemann 条 件 
Q. 10) z X Es x 
其 中 = x + Ww, a = x, + iyo 
因此 ,函数 在 Riemann 意义 下 在 2 全 纯 , 如 果 它 在 这 点 的 某 一 
邻 域 分 别 对 每 一 个 变量 全 纯 ( 当 固定 其 余 变量 时 ). 
如 果 将 
zo 二 =I 二 iy Z = Ta — dye 
Za + 2a Za — Že 
Jb nem e emo 
看 作 变 量 的 变换 而 引进 形式 导数 
3 l/ 9 9 | 9 
E zb iai) = AE Rx: 
即 若 f(z,y) 是 实 变量 z,y 的 有 连续 偏 导数 的 函数 , 则 定义 
af 1/9 .of af af |. 9f 
za. 5m) (Eti) 


sa = 1,2, on 


gz Iia Iya gz, Iya 
如 是 Cauchy-Riemann 方程 (1. 1. 1) 可 书 为 
(1.1.2) £= , a= 1, n. 


这 时 定义 1.1.1 可 写成 

定义 1.1.2 KASO RIEA? EC 全 纯 , 如 果 在 这 点 的 
某 一 邻 域 分 别 对 每 一 个 复 变量 都 是 连续 可 微 ,并 满足 弦 = 0,a = 
1 yn 

定义 1.1.3 全 纯 函数 的 Weierstrass 定 义 KASO 称 为 在 
点 ?EC' 全 纯 , 如 果 在 这 点 的 邻 域 它 可 写成 一 个 绝对 收敛 的 器 级 
数 
0.1.3) f) = XaG- 2 = EDS). 


tal>0 


K 4 AF2 3 PR 29 2: PE PRÉC f(z) 的 Taylor RFR. 

定义 1.1.4 设 函 数 f(z) 分 别 对 每 一 个 变量 都 是 连续 的 而 且 
局 部 有 界 , 则 函数 f 称 为 在 点 2 EC" 全 纯 , 如 果 在 这 点 的 某 一 多 贺 
柱 邻 域 Dr) 可 以 表 成 
£0 7 Ps Pe ran 
对 所 有 的 = € DG. 

以 上 全 纯 函 数 的 四 个 定义 是 等 价 的 . 


1.1.3 ”全 纯 函 数 定义 的 等 价 性 

定义 1.1.1 和 定义 1.1.2 的 等 价 性 是 显然 的 . 定义 1. 1.1 和 定 
义 1.1.4 的 等 价 性 只 要 重复 应 用 单 复 变 数 的 Cauchy 积分 公式 就 可 
以 得 到 . 

以 下 我 们 证 明定 义 1.1. 1 和 定义 1. 1. 3 的 等 价 性 . 

先 证 定义 1.1.3 一 定义 Ll1: 

设 函 数 f(z) EA z t Weierstrass 意义 下 是 全 纯 的 . 那 末 级 数 
(1. 1. 3) EXE — UH E BLUE D^ C^ 0) 是 绝对 收敛 的 ,于 是 对 某 一 M — 
0, 有 
(1.1.4) lal <”, la| = 0,1, 
在 此 7 二 《71,72，… ,7,). 因此 级 数 (1. 1. 3) 在 D G7) 中 被 级 数 


DE nent] 
loi>0 

所 优越 ,并 且 他 可 以 逐 项 微分 无 穷 次 ,而 且 他 的 所 有 导数 都 是 连续 
函数 .特别 

(1.1.5) a = i fG». 


因此 ,每 一 个 在 Weierstrass 意义 下 的 全 纯 函 数 , 都 是 无 穷 次 连续 可 
微 的 ,并 且 它 的 导数 还 是 全 纯 函 数 . 特别 ,每 一 个 在 Weierstrass 意 
义 下 的 全 纯 函 数 , 在 Riemann 意义 下 都 是 全 纯 的 . 

Du 


其 次 证 定义 1.1.1 一 定义 1.1.3: 

从 定义 1.1.1 推 出 定义 1.1. 3 实际 上 是 下 面 的 Hartogs 基本 定 
理 (Hartogs [1906b]) 

定理 1.1.1 Hartogs 基本 定理 。 如 果 函 数 f(z) 对 每 一 个 变 
量 分 别 是 全 纯 的 ,那么 他 对 变量 的 全 体 是 全 纯 的 (在 Weierstrass 意 
义 下 的 全 纯 ). 

这 个 定理 的 证 明 比 较 困 难 , 请 参阅 钟 同 德 [1986j. 

现在 我 们 在 函数 f(z) 是 有 界 的 补充 假定 下 来 证 明 这 个 定理 . 

假设 函数 f(z) 分 别 对 每 一 个 变量 5 是 全 纯 的 并 且 在 闭 多 圆 
Ë: D'(25 r) 上 是 有 界 的 (由 Heine-Borel 引 理 ,这 表示 f(z) 分 别 对 每 
一 个 变量 在 略 大 一 点 的 多 圆柱 (zr 十 ez) 上 是 全 纯 的 ,其 中 *> 
0). 因此 ,连续 应 用 单 复 变量 的 Cauchy 公式 ,对 所 有 的 2€ D' (2 ,r) 
我 们 有 


ll dé, d. 
Q 1562 fO = guy | jas Pere 


Denn Ĝi — 21 DE — 22 


Wy | KOLA 
aial.) on 一 Za d 


其 中 在 aD Gor) 上 的 正 向 取 反 时 针 的 方向 . (1. 1. 6) 中 的 被 积 函 
数 

FE = f} + meh 2 十 re^ eu + re^) m f(2° + re?) 
gi BUE 0 «C0, « 22, j — 1,2,…,n 时 按 模 一 致 有 界 .不 难 证 明 这 
个 函数 是 可 测 的 .因此 它 是 可 积 的 并 且 由 Fubini 定理 屡次 积分 (1. 
1.6) 可 化 成 重 积分 


r! [e fe f 4 rete"d0 _ 
(1.1.7) fo) = f I T rof — zy 
PENNE | i f Od 
ex | qr E oM 


aD! CA ri) X * X 9D' Gir) 
diz€ DGur) < r RRK 


SA G— 2». 一 io 十 站 


peaz] 


(1. 1.8) 


(2 + T — z)! ^ 
关于 z 和 6 绝对 且 一 致 收敛 . 由 于 f(5) 有 界 , 因 此 可 将 级 数 (1.1.8) 
代入 公式 (1.1.7), 然后 可 以 交换 积分 和 和 号 次 序 , 由 此 得 到 
Taylor 级 数 (1. 1. 35 , 它 在 多 圆柱 D^ C2 n) 绝对 收敛 并 有 系数 


1 w 2x f(z? + re”) _ 加 
(1.1.9) a= aol. f Te) eese 
= — 31 j OLG 
~ (2r (全 


a ele exon olo 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
我 们 说 给 定 在 区 域 p C- C 上 的 函数 f(z) 在 区 域 D 上 是 全 纯 
的 ,如 果 它 在 区 域 了 上 的 每 一 点 是 全 纯 的 . 


1.1.4 ”广义 多 圆柱 上 的 Cauchy 积分 公式 

设 D. 为 (a 二 1,2,…,n) 平 面 的 有 界 区 域 , 当 鸭 ,… ,彼此 无 
关 地 分 别 在 Die D. 上 变动 时 ,复数 组 (z1,%,…, 思 ) 的 全 体 所 构 
成 的 C0 中 的 区 域 , 称 为 广义 多 圆柱 区 域 ,以 (D,,…,D,) 表示 之 , 即 
(Di, Da, D.) = D, X D, X … X D.. 事 实 上 广义 多 圆柱 区 域 (D,， 
Ds,…,D,) 是 个 平面 区 域 Di D: D. 的 拓扑 乘积 . 

定理 1.1.2 设 D==D: X… XD. 为 广义 多 圆柱 ,其 中 每 一 D。 
ee 2。 平面 的 有 界 区 域 ,其 边界 3D。 由 有 限 多 个 互 不 相交 的 、 有 长 
的 简单 的 闭 曲线 组 成 , 设 f(z) E D = D. X … X D, 全 纯 , 且 在 其 
边界 仍然 连续 , 则 对 任 一 点 2Z € D. X … X D. 有 广义 多 圆柱 的 
Cauchy 公式 
(1.1.10) 


Gi — az). — z.) 
证 明 MESSA DG^,r) 上 的 Cauchy 公式 (1. 1.7) 
时 一 样 . 口 
6. 


r= | “| dt, dis. 
um 


C" 空间 中 不 同 区 域 上 的 全 纯 函 数 有 不 同形 式 的 积分 表示 , 关 
于 多 复 变 函数 的 积分 表示 的 进一步 讨论 ,将 在 第 四 章 和 第 五 章 中 
进行 . 

推论 1.1.1 从 公式 (1.1.10) 两 边 , 就 4,…,z. 逐次 地 取 偏 
导数 ,就 得 公式 


tt zi t 2.) 

Q.1.1D Eom A 
h! z^ dé -f 了 (6 Gd， 
(xi Ja, (Gà — z^?! ja, (5 — 22h 


右边 的 结果 ,是 在 积分 号 下 取 导 数 所 得 的 ,其 运算 过 程 与 一 元 
函数 的 Cauchy 积分 的 情况 相同 、 

从 公式 (1. 1. 11) 可 知 ,全 纯 函 数 £n 0 的 偏 导数 与 其 求 
导数 的 次 序 无 关 , 而 且 每 一 个 偏 导数 都 在 (D,,… ,D,) 中 全 纯 . 

推论 1.1.2 Cauchy 不 等 式 (或 估 值 式 ) 

3 fu l: z.) 在 闭 多 圆柱 域 六 (or) 上 全 纯 = Quem, 
且 |fG)| < M UI 


Q.1.12 — |] — I< a 
证 明和 单 复 变量 的 情形 类 似 . 


值得 注意 的 是 Cauchy 公式 (1. 1. 10) 将 函数 f (z) 在 2 维 区 域 
D = D, X … X D, 上 的 数值 用 它 在 维 可 定向 流 形 r = 3D, X 9D: 
x … X 2D, 上 的 数值 表示 , 即 它 和 单 复 变 量 的 情形 不 同 ,Cauchy 公 
式 (1.1.10) 的 积分 并 非 沿 着 整个 广义 多 圆柱 的 边界 进行 的 ,而 是 
沿边 界 的 一 部 分 即 可 定向 流 形 "上 进行 的 . 注意 D 的 整个 边界 3D 
由 以 下 的 点 组 成 

za € D, (215 Zea Za a) € Di X + X Doa X Doa X 
eX D.,a = 1,2,77,n. 

HHIH r 称 为 广义 多 圆柱 域 的 特征 流 形 ,不 难 证 明 它 有 下 述 重 ， 
要 性 质 : 

Pu an 


定理 1.1.3 IO 在 广义 多 圆柱 域 D= D. x … X p, E 
纯 , 且 在 D 仍 然 连续 , 则 | £CO | 在 D 的 特征 流 形 r== 3D, X … x aD, 
上 达到 其 最 大 值 . 

证 明 . 参考 钟 同 德 [1986]. 

根据 以 上 的 考虑 我 们 得 到 以 下 的 

定义 1.1.5 特征 流 形 ”特征 流 形 r 是 D 域 的 边界 上 的 一 部 
分 , 凡 在 D 内 全 纯 在 5 连续 的 函数 都 在 r 上 取 极 大 绝对 值 ,这 种 特 
征 流 形 有 时 称 为 区 域 D 的 umos 边界 . 

特征 流 形 由 域 D 的 几何 结构 确定 . 参见 S. Bergman[ 1931 ] 或 
B. A. ykc[1963] 第 三 章 $ 15. 


1.1.5 全 绅 函 数 的 一 些 简单 性 质 

由 全 纯 函 数 的 定义 1. 1. 3, 我 们 可 以 很 容易 地 推出 下 面 两 个 
定理 ,它们 都 是 全 纯 函数 的 重要 性 质 . 

定理 1.1.4 Liouville 定理 i f,en) Æ |a| < eo, (k 
= 1,2,---,n) 内 全 纯 , 并 且 是 有 界 的 , 即 有 M 存在 ,使 对 一 切 有 限 
A Ca) 都 有 fz) < M.J 

fG z.) 三 常数. 
WEB] ”由 定义 1.1.3 
gutct«f 


1 
Flisa) = > rr 


HX fasea) 在 |z, | < r, 内 全 纯 , 故 由 Cauchy 的 估 值 式 ， 
1 antt M 

Fassa asas] LS 

HG noo, = 1,2, 0 MOS a + a> + ba, ORA 


(2524) =0 
C jo 


故 f(z1,… z.) 三 常数. 
定理 1. 1.5 Taylor 级 数 唯一 性 定理 E fü, z) 在 区 域 
.8. 


Them 


D 内 全 纯 , 如 果 在 D 内 的 某 一 点 (好 ,…,2),f 和 它 的 所 有 偏 导 数 都 
H 0,9zE D A fCn sz) = 0. 

证 明和 一 元 函数 的 情形 一 样 , 效 从 略 . 

定理 1.1.6 全 纯 函 数 唯一 性 定理 fO) ERDEN, TE 
域 D 中 一 非 空 子 集 上 为 零 , 则 f(z) 在 了 人 恒 等 于 零 . 

证 明 ”实际 上 ,f(z) 最 少 在 一 包含 于 D 的 多 圆柱 P"(a,7) 内 恒 
等 于 零 . 如 果 5b 是 D 的 任 一 点 ,可 以 用 D 中 的 一 曲线 与 a 点 相 联 , 而 
以 有 限 个 包含 于 D 的 多 圆柱 盖 过 此 曲线 , 则 f 了 (4) 亦 必须 等 于 零 ,这 
只 要 我 们 证 明 , 在 一 多 圆柱 全 纯 的 函数 若 在 一 非 空 开 子 集 上 为 零 
则 恒 等 于 零 . 后 者 由 Taylor 级 数 的 唯一 性 即 可 证 明 . 口 

定理 1.1.7 极 大 模 原理 ”如 果 f(z4,…, 甩 ) 闫 常数 ,在 区 域 
D 内 全 纯 ,在 D5 上 连续 , 那 末 |f(z1,…,z)| 只 能 在 D 的 边界 上 取 最 
大 值 . 

WEB] ”实际 上 只 要 证 明 , 如 果 |f(z) | 在 D 的 一 点 a 达到 其 极 
值 , 则 f(z) XE D 为 常数 .根据 定理 1.1.6, 这 只 要 证 明 |f(z)| 在 一 
包含 于 D 的 多 圆柱 D a,r) 为 常数 便 可 . 设 5 二 (61,…,b,) A D Ca, 
7) 的 任 一 点 , 据 假 设 .1fCo，…a-iyo)| Z 1fGn ,0-1 加) | | 38 
la — a| 过 7 应 用 单 复 变 函 数 的 极 大 模 原理 知 ,f(al，*… ,a,-1,z) 
为 常数 , 故 有 flase ac ia) = (qm,… sa-1,b,). 再 应 用 极 大 模 
原理 于 单 复 变 数 函 数 f(a y… a. z-i b.) RIA f Gao, 
bash) = f(a a, ao 3,5). 如 此 继续 ,最 后 得 出 fn sna 
= fbb) FCD fE D Car) 为 常数 . 


ine ”复合 函数 的 全 纯 性 

定理 1.1.8 假设 函数 f(z) EKR DOCO 全 纯 ,函数 (5)， 
j 二 1,2,…,n 在 区 域 9C C" 全 纯 . 假设 向 量 函数 :5) 的 值 域 , 当 
跑 遍 O nt, EKR D 中 , 那 末 函 数 f[z(6)] 在 8 全 纯 . 

证 明 PRERE € 9 352.200 € 0 且 寡 级 数 


(1.1.13) fe = > au[z o] 


lol>0 
在 某 一 多 圆柱 域 EG), r] 绝对 收敛 . 再 者 ,可 以 找到 一 多 
BiU EB D^ (5,0) ,使 得 z(5)E mz ,站 ,对 所 有 的 <E DE, o) 
并 且 Taylor 级 数 
(1.1.14) BE = z (2) 十 Sp (e — £f, j = 12 


ILES 


在 这 个 多 圆柱 域内 绝对 收敛 . 将 绝对 收敛 的 级 数 (1. 1. 14) 代入 绝 
对 收敛 级 数 (1. 1. 13) 就 得 到 一 个 新 的 震级 数 , 它 在 D^ (25,0) 中 绝 
对 收敛 并 在 这 个 多 圆柱 域 中 和 函数 f[z(5)] 一 致 . 
函数 f[z(s)] 的 全 纯 性 是 容易 证 明 的 . 事实 上 , 利用 
Cauchy-Riemann 方程 (1. 1. 2) 我 们 有 
nf 3f 2z 3f az, 
Z = z(£ 25 2 25 


Je os 1,2,*,m. 


1.1.7 — RR TEXEE 

我 们 先 介绍 一 个 关于 多 复 变 数 的 函数 行列 式 的 常用 关系 式 . 

定理 1.1.9 PAG) = u.(z,y) 十 iao(z,,a 一 1a, 是 = 
的 全 纯 函 数 , 则 有 如 下 的 函数 行列 式 的 关系 


9 m tt PL) 
(1.1.15) det JG gquere»0 — 
afi» 


f) == 
Jeu) 表示 函数 方 阵 


afi afa, 9f. 
9a dz gz 


9f 纺 .. 3f. 
Oz, Iza Iz 


|det Mee |2. 


3, 


在 此 


而 detA 表示 一 方 阵 A 的 行列 式 . 
«10 


证 明 ”应 用 Cauchy-Riemann 方程 ,经 计算 可 得 矩阵 关系 式 
T [90n,,u) 90.7) 

! EP y 9 tn) vem pi I 

[ [ | 90.) Ont) P E M 

[9n Iaa) | 


3f 
EE ° 
30574) | 
r KORTEJ] 


其 中 1 表示 nn Xn 么 方 阵 ,由 此 立 得 定理 . 
由 此 定理 可 得 
定理 1.1.10 BREER HRR AG som 
Wa) (a 一 1 ,n) E m +n SAFE S aea), w = Qnm, 
Wn) 的 在 z = a = (m,a) w = b = (bi sbn) BJ 385028 PERO n 
个 函数 , 若 fala, b) = 0Ga = 1,0 R. 


L 9 fe] = 0, 


3a tz diee 


则 函数 方程 
(1.1.16) f, (tz tms) = Osa = 1 n 
有 唯一 的 解 . 
A. tm Jal Wist s) 4a = l, n, 

并 且 此 解 在 C 中 的 — w = b f 4639 AE GP g) — a (a = 1, 
2,2). 

证 明 Q zo = ta + if, = u, + ivala = 1,0) K u, = 6, 
十 i(k 二 1,…,m) , 据 假 设 及 定理 1. 1.9 知 


as | 
det —— — 
[ © Drs ys Tes Ye) = *0 


由 实 变量 的 隐 函 数 存在 定理 ,方程 (1. 1. 16) 有 唯一 的 解 
z, = Qu Dus = VG mam 1,2,-" ,m, 


其 中 四 与 加 是 实 变量 5 一 (sesto Cn »* 0.) BE w = b 
点 邻 域 的 实 解析 函数 
fit z = pa + is TEC. 1.16) 中 对 去 取 偏 导数 ， 有 


5 3A | +> afo as _ 
dws Iw, 925 9 ws 


au, 
BT 一 0, 我们 得 到 


APER 在 = 一 ov 一 5 点 有 一 邻 域 不 为 只, 据 齐 次 线性 方 


A) 
FE FEE E w = b BJ 3350 22 
[72 
257 


这 表示 有 % = ga Qr) 是 w 的 在 w=。 的 一 邻 域 中 全 纯 的 函数 ,定理 证 
9. C 


1.1.8 Weierstrass 预备 定理 
本 节 我 们 介绍 下 述 著名 的 
定理 1. 1. 11 Weierstrass 预备 定理 设 P(z,zw) 在 区 域 ， lz — 2 
<r, |w — w| «ppt. R 
F(zo,w0) = 0,P(zz) Æ 0, 


525 POR) = o Pim) ug, 


DR ACRAS AM 
可 表 为 下 式 ， 

FG,w) = [AG) + Ai (2)w + e + Ai euw H u* )ó(z,w), 
CP AGO i Aa GO) 都 在 区 域 |z 一 有 %| <r FEAR BE b Ce) 在 邻 
域 :jz — | ro — w] < Z 中 全 纯 , 且 不 为 零 

。12 。 


FG n) —0,- 


本 定理 的 应 用 很 多 ,例如 应 用 在 隐 函 数理 论 ,凝聚 层 理论 等 . 
本 定理 是 把 在 一 个 特 解 (zo,wo) 的 邻 域内 全 纯 的 一 般 隐 函数 方程 
(1.1.16) F(z,w) = 0 
化 为 一 个 等 价 的 w 的 代数 方程 : 
OLID AC + A Guo + + + Aca GD" + 0 = 0. 

表达 式 As (2) + Au Gun + + + Aca GOuf 7! 十 过 称 为 以 za 为 
中 心 的 特征 拟 多 项 式 . 

读者 不 难 把 本 定理 推广 到 个 复 变 量 的 情形 . 

证 明 ”定理 的 证 明 分 为 三 步 : 

1) 首先 建立 (zo,wo) 的 某 一 个 邻 域 ,使 方程 (1. 1. 16) 在 其 中 有 
kA 

BEA rn) = 0, Rm o, qi Fermo y 


Qu^! 
0k Ze 1). MRX F Cow) A k EFA wo ESL AA SETS , RT 
wo 的 适当 小 的 邻 域 :1w 一 wo| < z < pi EF Cow) 在 其 中 除 wo 外 
无 其 它 零点 . 在 圆周 Dile 一 wd = p E. ft 
|F(zo, 0) | 2 m. 
另 一 方面 , 取 z 的 充分 小 的 邻 域 jz zol < r' < r, EET REPE 
何 的 > 以 及 对 于 任何 的 weE TRA CIR FG) Æ 12 al n 
lw 一 w| < p &f WKF = 连续 ) 
|F Czw) — FGo,w)| < m, 
故 由 Rouche' 定理 ,两 个 方程 
F(z0,w) = 0 5 Flow) + [Fz w) 一 F(z,w)]- F(,w)-— 
0, 当 固定 z 于 |;— z] <r 时 ,在 民 的 内 部 ,应 有 相同 个 数 的 根 , 即 
F(z,w) = 0 有 关于 ww 的 个 根 . 
命 w(z)(j = 1,…,h) 表 这 些 根 . 另 作 一 个 也 以 CO. 为 零点 
的 多 项 式 I 
(1.1.18) I" w — w,) = w — [un (z) + t + s CD uf" 


TET 


+ [w (z) (z) 十 … + na GO (z) ju? 
— cb (— Dia (z)***u, (z) 
= ut + Aw + +. + AG) = P(z,w). 

2) 其 次 , 我 们 要 证 明 (1.1.18) 中 所 有 的 系数 4,(z) 都 在 
|z — «| <r 内 全 纯 . 

设 

Salz) = wt) + d laz) ml, 
则 有 关系 式 

S, 十 Su aiia 十 Se -4-: + mA. = 0,m > 1, 
故 每 一 个 4 (2) 都 可 以 表示 为 S, 的 多 项 式 , 例 如 : 

AG) =— 1(2) ,4-2(z) = TUS GT — SG) v 
故 只 须 证 明 S. CO 在 |z 一 zl <r HERAT. M |z — 
z | 三 "7. 考虑 积分 

oF (z,w) 
0.1.19 35 [xem roo = S.G), 


把 它 看 成 含 参数 z 的 积分 , 当 固定 w 于 上 时 ,F(z,w) grw 
E |z — zl <r ARA z WJ Hi PR 31, B. Few) 2 0. 后 者 是 因为 
X jw — w| = p B |z: z| <r SEU S IF) | >m, 
而 |P(z,w) 一 F(zo,w)| < m FÈ 

|FG,w)| >— |FGyw) — F(z,w)| + |FGosw)| > m — m = 0. 

9F(z,w) 

故 (1. 1. 19) 中 的 被 积 函数 v pegy 在 |z 一 a| <" 内 全 纯 ,有 
在 区 域 |z — a | <r, |w — wo| = p 上 是 连续 的 , 故 Sa(z), 因 而 


AC) 都 是 在 |z 一 zo| < ” 内 是 全 纯 的 . 


3) 最 后 ,我 们 来 证 明 商 0(z,w) = EOS fr I — al < m, 


lw — w| < 内 是 (z,z) 的 全 纯 函 数 ,并 且 不 为 零 . 为 了 这 个 目 
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的 ,我 们 分 成 三 个 步骤 进行 : 

G) 由 1), 当 z 固 定 于 1z 一 zl <r 内 时 ,F(z,z) 与 P(z,z) 在 
|w 一 wl < w 内 部 都 为 全 纯 函数 , 且 有 相同 的 零点 w(z)(j = 1, 
VO. 因此 ,对 任何 属于 12 — zol 过 "的 z,0(z,w) 在 lw 一 wo| < 
p 内 为 w 的 全 纯 函 数 , 且 不 为 零 : 

Gü) AHH DE lz zl <r AF w) 二 0 的 根 , 亦 即 P(z， 
w) 的 零点 ww(2) ,都 在 lw 一 wol <p 内 , 故 当 |z 一 w| <, |u — 
wo| = p Pw) 20. di 2) AA 在 1z 一 %| <r PRAE, 
B A, (2) TE |z — m | KOKT) 上 是 连续 的 ,因而 P(z,w) 在 
闭 域 |z — z | <", |w — wol < z 上 连续 . 注意 到 P (z, w) 在 | — 
wo| 二 p KERA WEEDE pa < |w 一 wol < D 
# |z — a Srp < lu — wl <P EA PG w) 0. 

取 NE p < < p 的 任 一 数 ,并 考虑 当 12 一 %| < r", 
jw 一 wol 二" 时 的 函数 


cod $(,1) 
(1.1.20) w) = alea — =! dd 


1 j F(z,7) 
— 2. Ier P(z,r)(z — w) 


M r 5j BER gc D — EE |z — a| < r tB o 


全 纯 函 数 的 商 , 旦 P(z,r) Z 0, 因 而 也 是 :的 全 纯 函数 , 故 29(2,w) 
当 固 定 w 于 lw 一 wl < p' 内 时 是 在 12 一 有 | «rs id er 
数 . 

Gü) — B CO GO 根据 全 纯 函 数 的 定义 1. 1. 1 即 知 函 数 (z) 
EBR |z — m] <7”, lw — md < p PEG 的 全 纯 函 数 , 且 不 为 
零 . 

ñ r” — r p" —> p 即 得 到 Weierstrass 定理 的 证 明 - 


dr, 


S 1.2 扩充 空间 和 无 穷 远 点 的 全 纯 函 数 


1.2.1 C 的 扩充 空间 

熟知 ,将 复 变数 > 平面 C: 补充 无 穷 远 点 是 籍 助 测 地 投影 . 测 地 
投影 是 将 实 变数 也 ,z 针 空间 R° 中 的 单位 球面 Q (z!'32 + (222 十 
ë = 1) 映照 到 平面 C. 

我 们 在 平面 C' 上 引进 齐 次 坐标 61,62, 命 
(1.2.1) z= 全, 其 中 | 和 十 [él? 0. 
齐 次 坐标 的 每 一 对 数值 决定 平面 C 上 的 一 点 ,除了 数值 6 Æ 0.6 
一 0 以 外 ( 它 不 与 O 平面 上 的 任何 点 对 应 ). 

借助 齐 次 坐标 , 测 地 投影 可 用 等 式 


z! + i = r= yu ur ED 
(1.2.2) 
A 
t= dar - lem = EE 


表示 ,其 中 和 = |ë |? + els ax O. 2.2) 的 最 后 一 项 只 当 6 =£ 
0. 时 有 意义 

从 等 式 (1. 2. 2) 可 以 看 到 齐 次 坐标 的 数值 6 = 0,¿, = 0 与 球 
T Q 上 的 北极 (0,0,1) 对 应 , 另 一 方面 ,坐标 $1,6; 的 这 种 数值 不 
与 平面 上 的 任何 点 对 应 ,因此 不 与 任何 (有 限 ) 的 复数 > 对 应 . 因 
此 ,我 们 引进 新 的 复数 z = oo ,作为 球面 Q: 上 点 (0,0,1) 的 ( 仿 射 ) 
坐标 . 

复 变 量 Z 平 面 在 变换 (1. 2. 2) 下 ,以 球面 @: 除 了 点 (0,0,1) 为 
象 . 引进 新 数 z = oo 补充 这 象 集 使 之 成 为 完备 集 一 - 整个 球面 
Qo. 这 称 为 复 变量 z 的 黎 曼 球面 . 

然后 引进 在 点 z= 二 co 全 纯 的 函数 的 概念 . 函数 f(z) 称 为 在 点 

.16- 


= cod mig U[ TE) tha, ye MEA 


0 ad — e 0) 在 点 z 一 一 全 全 纯 .在 此 a,b,c,d 的 选择 没有 区 别 ， 
由 于 射影 变换 


az T b d 
== 当天 一 全 


(1.2.3) Z= 
oo das 


构成 黎 曼 球 O 到 自身 的 保 角 变 换 群 . 
现在 考虑 az 空间 CT 中 通过 原点 的 解析 平面 束 对 :9 = 
{G1%2 一 6221 一 0). 在 这 种 情形 引进 拓扑 :平面 9, € m 的 邻 域 
理解 为 角 文 (Q,,9) 不 超过 se 之 0 的 平面 2E r 9 e PER m, 
适当 引进 拓扑 后 称 为 一 维 复 射影 空间 P'. 关系 式 (1. 2. 2) (由 测 地 
”投影 给 出 的 ) 建立 了 平面 束 开 中 平面 8( 由 它 的 系数 61,6: 决 定 ) 与 
球 Q; 的 点 之 间 的 对 应 关系 . 我 们 可 以 证 明 它 表示 空间 P' 到 空间 Rs 
的 一 个 正则 对 应 , 即 它 是 :1) 双方 单 值 的 与 2) 局 部 正则 的 , 即 在 * 
上 到 处 有 


a a a 
M mM 9m 
a wo å A 
. mMm å mMm mMm 

Emm HPH 9 € rn 的 局 部 坐标 . 这 个 局 部 坐标 是 在 一 些 平面 
Q',Q',- Ez! 的 邻 域 中 引进 的 ;这 个 邻 域 的 全 体 要 取 尽 平面 的 
全 部 .不妨 设 0 三 文 (81,8,) < $e ,Q, € m. 

为 了 验证 性 质 (1. 2. 4) 对 (1. 2. 2) 成 立 ,我 们 只 要 在 平面 2 = 
(a = 0) +T h = 0,6 # 0) W V = (z = OHTE b #0, 
& = 0) 的 邻 域 引进 局 部 坐标 ,平面 9 和 9” ERAO ,2) < 


Z AnD « T gg utra o + BEDGEA qas =F lll 


(1.2. 4) Rang 一 2 
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R m 的 全 部 ). ERARA m + in = 全 ,在 第 二 个 全 m + im 


= & 从 此 立 知 等 式 (1. 2. 4) 为 真 . 

交换 (1. 2. 2) 的 单 值 性 可 直接 看 出 , 逆 变 换 的 单 值 性 可 由 在 
对 应 邻 域 中 解 局 部 坐标 丸和 产 的 单 值 性 看 出 . 

由 此 证 明了 变换 (1. 2. 2) 定义 空间 P'! 到 空间 R ERRE Q) 
的 正则 对 应 . 

为 了 将 平面 补充 无 穷 远 点 的 步骤 给 予 几何 解释 ,我 们 可 以 将 
黎 曼 球面 Q; 代 以 其 它 任意 一 个 正则 对 应 的 空间 已 ,特别 是 空间 P' 
本 身 . 由 于 在 平面 束 r rh gk [HE SF z = 0( 它 不 与 任何 有 限 的 z 
对 应 ) 和 数 z = co 对 应 起 来 . 

考虑 平面 8 ,9; € ,对 应 Pr) € 9:, 又 由 等 式 (1. 2. 
1),(1. 2. 2) 对 应 两 个 复数 > 一 入 ,= 一 dO P = 0,2 = 0; 
34 6? = 0,2, = o0). 由 此 ,适当 计算 可 以 证 明 
(1.2.5) sin(z,z) = lun 

ence 一 ener] 
VT + TP Te 2 TP? 


|z —2al n H 
VETE ETT( 最 后 的 表达 式 只 


当 myz Æ oo 时 适用 ). 在 此 sinCa 20 表示 平面 2, 和 Ə; 间 的 交角 
JESE EO «C <(9,,9,) < FX 2) 表示 球面 4: 上 两 点 由 fll us 
和 间 的 弦 长 .关系 式 (1. 2.5) 表示 平面 € = 的 邻 域 与 点 € Q: 
间 的 一 个 显明 对 应 关系 . 

量 X(z1,z) 是 Caratheodory 引进 的 了 称 为 点 az 间 的 弦 距 离 
(点 az 可 理解 为 与 黎 曼 球 Q, 上 的 点 对 应 ,或 与 平面 也 上 的 点 对 


(D B Carathaodory,Funktionen theorie, Band 1,Basel 1950, 第 91 页 . 
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应 ,或 与 空间 P 的 其 它 某 一 实现 的 元 素 对 应 ). 条 件 lmz 一 4 或 
limz(4,a) 一 0 不 必 分 别 考虑 无 穷 极限 和 有 限 极限 的 情形 ( 它 与 通 
常 的 极限 定义 一 样 ) 


1.2.2 C" 的 扩充 空间 

在 C 空间 的 情形 可 仿照 前 面 C: 平面 的 扩充 方法 得 到 C" 的 扩 
充 空间 已 (参考 BE.A、dyke[1962]), 下 面 我 们 介绍 另 一 个 扩充 空间 
的 方法 , 称 为 函数 论 空间 . 

我 们 考虑 复 变量 a 的 平面 ct 并 用 前 面 的 方法 把 它 扩 充 为 空 
间 Pl. 然后 我 们 作 这 些 空间 的 乘积 P} X … X Pi 熟知 每 一 个 空间 
忆 我 们 都 可 以 看 成 是 对 变量 = 所 做 的 球面 0 纪 ,这 些 球面 的 乘积 表 
示 一 完备 集 ,包含 变量 a,…,z 的 空间 C" 作为 子 集 ( 确 切 地 说 , 它 
包含 由 黎 曼 球面 去 掉 2, = co 的 拓扑 积 所 成 的 空间 作为 子 集 ). 我 
们 称 Pl x … X Pi 为 函数 论 空间 G'. 在 其 中 每 一 紧 致 一 维 解析 平 
面 有 4 二 邓 (k 关 都 有 无 穷 远 点 ,我 们 记 做 (R3150 E ， 
2). 每 一 复 二 维 解析 平面 二 2 (k = v, a) 除了 前 面 所 说 的 外 都 还 
有 一 无 穷 远 点 , 当 ? 一 1,4 = 2 时 记 做 (co,00, 马 ,… SESS 

为 了 扩充 函数 在 空间 G" 的 无 穷 远 点 全 纯 的 概念 ,我 们 利用 在 
每 一 个 复 变量 a 的 球面 P 上 的 变换 (1. 2. 3). 结果 我 们 得 到 下 面 
的 定义 . 

定义 1.2.1 ”在 空间 G" 的 无 穷 远 点 全 纯 的 定义 

BO = ORRE wE 称 为 在 无 穷 远 点 7E G' 全 
纯 ,如 果 函 数 


|a +b a 2) 
encd' 'e,z,+ 4, 


(rh ad, — eibi A OXEBER k = 1," n) 在 对 应 的 有 限 点 z 一 Gu, 
een) € C A 
无 穷 远 点 7€ C 是 所 有 或 部 分 的 分 母 zs + de 为 零 所 对 应 的 
。]19 。 


点 .注意 在 此 我 们 不 必 考 虑 最 一 般 的 变换 (1. 2. 3). 象 前 面 的 情形 
一 样 ,在 此 只 要 考虑 比较 特殊 的 形式 . 在 下 一 段 我 们 来 应 用 它 . 


1.2.3 Laurent 展开 式 

为 简单 计 我 们 只 考虑 二 个 复 变量 w,z 的 情形 . 为 了 研究 函数 
flw,z) 在 无 穷 远 点 的 性 质 ,只 要 考虑 形 如 (1. 2. 3) 的 变换 ， 
(1.2.6) W=w, Z 1 ^W L, Z-z 


它们 把 点 (a,0), C0,a) 和 (0,0) 相应 的 变 到 G* 空间 中 的 点 (a,o0)， 
(co,a) 和 (coyco) Æ. AMD 称 为 在 这 些 无 穷 远 点 全 纯 , 若 函 
3 f, ouf, i 在 相应 的 点 (a,0),(0,a), (0,0) £ 


纯 . 将 变换 (1. 2. 6) 应 用 到 函数 了 Cw,z) 在 点 (a,0),《0,a),(9,0) 的 
邻 域 中 的 二 重 Taylor 级 数 展 开 式 ,我 们 就 可 以 得 到 函数 在 无 穷 远 
点 全 纯 的 条 件 如 下 : 

“函数 f(w,z) 在 点 (a,oo) 全 纯 ” 意 即 存在 一 双 圆柱 域 {|w 一 


al < R, |z| > 志 }( 当 有 取 充 分 大 的 数值 时 ,这 区 域 才 示 无 穷 远 点 
的 一 邻 域 ) ,函数 f(wz) 在 其 中 表 成 级 数 
(1.2. 7) 了 (yz) = DEDE 


kic 


同 理 对 点 (co,a) 和 (co,co) 分 别 存在 一 双 圆 柱 域 {lzl > |z 
a| < R}, (dul 2 lz |l idee , 
了 (toyz) = 4e- a); 
(1.2. 7) 
< 1I 
f(w,z) = Dagr 
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注意 级 数 (1. 2.7) 和 类 似 的 级 数 象 经 典 函 数论 一 样 可 以 看 成 
罗 朗 展开 式 的 特例 . 

上 述 情 况 的 Laurent 展 开 式 可 如 下 得 到 . 设 函 数 f(w,z) 在 双 圆 
TES, D = D, X D, &fü GEE D D SERI E n < do] Ron < 
Iz| 过 定义 的 圆柱 ) ,在 闭 区 域 D 上 连续 . 那 末 若 c, ,C, 为 范围 贺 
环 Di 的 圆周 ,ri,T; 为 范围 环 D; 的 圆周 , 那 末 对 区 域 D 中 的 每 一 点 
(w,z) 我 们 都 有 : 


1 dt fist) 1 
(1.2.8) 了 (yz) dai Js —w j t—z 4n? 
a 
| di, f HORAN A i — dh 
Jh—w Ee 4 sh — b 


€ 
i 


f Ft) u, — is |: J ea 
rr t — z z I: | 


由 所 得 积分 可 以 得 到 关于 wz r sh sl 由 此 得 到 
flw,z) 在 也 的 Laurent 展开 式 : 


a. 2.9) fw) = J) aamz. 


k= 


特别 ,如 果 函数 了 (0,z) 在 贺 jz| = r, 1z| = "的 内 部 全 纯 , 则 级 数 
(1. 2. 9) THRA BERE Taylor 级 数 

(1. 2.10) f(w,z) = Saar? 

的 形式 .级 数 (1. 2.9 可 以 看 做 形 如 

(1.2.11) 了 (zyz) = Mac a" (z 一 aj), 


a. 2. 7) 和 类 似 的 展开 式 的 和 , 它 在 它们 的 公共 收敛 区 域 上 表示 
[p PACHOR 


。21 。 


S 1.3 全 纯 开拓 Hartogs 现象 


1.3.1 全 纯 开拓 

fE iZ D RI D. E P' sË G* 空间 中 的 区 域 ,而 且 m C D. WR fo W 
f 是 区 域 m 和 D 上 的 全 纯 函 数 元 素 而 且 对 区 域 D. 上 的 点 如 = f, 
MRKAR 了 称 为 函数 fo。 从 区 域 Do 到 区 域 p 的 全 纯 开 拓 . 

HEKI Do 和 D, 相交 于 某 一 区 域 Co HEKI D = D U Di fÉ 
在 全 纯 函 数 元 素 f, 它 是 定义 在 区 域 D. 的 函数 fo。 和 定义 在 区 域 D. 
的 函数 乒 的 全 纯 开拓 , 那 末 函 数 f 称 为 函数 fo 在 区 域 D 的 直接 全 
AFH. 由 直接 全 纯 开拓 的 唯一 性 定理 可 知 是 单 值 的 . 

MEK IE KH Do, Dises Da BAER Di AI Diri METIE KR 
G,C = 0,1, m — 1). É fost feci ER IURE XCTE KIE Do s 4D. 
上 的 全 纯 函 数 元 素 , 又 元 素 foa 是 元 素 fie EKR Do 上 的 直接 全 
纯 开拓 . 这 时 我 们 称 函数 为 全 纯 函 数 元 素 fo TE DC p, 89:2 t8 
开拓 ,元 素 So M f. 是 互相 联结 的 . 元 素 天 和 fir1( 对 所 有 二 0,1， 
m 一 1,) 是 互相 联结 的 . 立 知 若 改 变 中 间 区 域 Di, Da-i 那 末 
D, Erf IQ EK 有 的 全 纯 开拓 函数 元 素 将 与 f' 不同. 因此 直接 
全 纯 开 拓 的 单 值 性 在 一 般 情况 下 不 成 立 . 


1.3.2 ” 非 齐 次 Cauchy-Riemann 方程 和 非 齐 次 Cauchy 公式 
在 区 域 上 连续 的 函数 类 记 为 C(D). HKR DRRR K 上 所 有 
全 纯 函 数 构成 的 集合 记 作 4(D)( 或 4(K)). 又 A.(D) = AO» N 
cO. 
由 定义 单 复 变 全 纯 函 数 x € ACD) ,满足 Cauchy-Riemann 方程 
du 


(1.3. D 元 一 4. 或 和 一 0 


其 中 5 一 as 所 以 单 复 变 全 纯 函 数 xE ACD) 的 研究 ,可 以 看 成 是 
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Cauchy-Riemann Jy fà (1.3. 1) 在 CYD) 中 的 解 的 研究 , 在 此 
cm(D) 表 示 在 区 域 D 上 一 次 连续 可 微 的 函数 全 体 . 如 果 w€ COD, 
IRK Cauchy-Riemann 方程 (1. 3. 1) 的 解 可 用 Cauchy 积分 公式 


(1.3.2) "= [2x 
dom. 

方程 
(1.8.3) 型 ~ 或 如 =gdz 


其 中 是 9 闭 区 域 万 上 的 一 无 穷 可 微 函 数 ,, 即 JE c> (D) , 称 为 非 齐 
次 Cauchy-Riemann 方 程 或 5 一 方程 . 下 面 我 们 求 出 它 的 解 的 积分 
公式 , 先 证 明 

定理 1.3.1 (Cauchy-Green 公 式 ) 设 D 是 复数 平面 C1 上 由 
简单 可 求 长 闭 曲线 3D 转 成 的 有 界 域 ,又 复 值 函 数 f € C~(D), 则 对 
VzED 有 


1 KOLS af) dé A dz 
a. fo - lh £5 [29 As. 
证 明 A 
(1.3.5) KED = sa Z= = lw 
这 个 (1.0) 形式 是 C+ 上 上 有 界 域 的 Cauchy 核 , 易 知 


1 d 1 9f(6) 
4«fGOKG.2) = dare 25) = x 5 


46 ^ dé 

£—z^ 
命 下 表示 以 = 为 中 心 , 以 充 份 小 的 。> 0 为 半径 的 圆 盘 , 在 D 一 B, 
上 对 efCe)K(G,2)) 应 用 Stores 公式 有 


1 af dg A dš 
Gio wu: 
1 | HOLA 1 | OLA 
^o 2mi Ja ç — z 2m Jæ, Ó — z 
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d fO 1 FO 一 fO 
( 2mi [tex 2zi Í. É — = & 


1 1 
Bi Drit © Ë 《一 zt 


又 由 于 了 (6) 在 点 z 连 续 , 故 对 给 定 的 5 之 0, 可 取 * 之 0 充分 小 ,使 
得 当 15 一 z| 二: 时 ,|f(6) 一 了 (z)| < ó, N E, 


Í 了 (6) 一 fG) 
3B ç = £ 


«| < 


sup] f) 一 f | IN 


z 


«| 
ó 
=< * 228 = 2206, 


Mos eo 0 时 ,(1.3.6) 右 端 第 二 个 积分 


Í FO 一 fG) 
B, ó6—z 


”所 以 将 (1. 3.60 对 * 取 极限 , 即 知 公式 (1. 3. 4) 成 立 、 
当 f€) 在 了 nur 2 = 0, 这 时 (1. 3. 4) 式 即 通常 的 
Cauchy 积分 公式 . 
利用 上 述 Cauchy-Green 公式 即 可 得 到 复数 平面 上 5 一 方程 的 
解 .我们 有 
定理 1.3.2 假设 yg € CC (CD), 则 


dé — 0. 


_ 1 f gQOdé A 42 
(1.3.7) u(z) = 2 I: £ — 
是 非 齐 次 5 一 方程 . 
(1.3.8) X Lg z€ D 

9z 


的 解 ,并 且 w € c0 (p). (1. 3. 7) 称 为 非 齐 次 Cauchy 公式 . 
EB]. D JE ftit g € C CD) BI g E D PA RE ORRE D AY 
紧 支 集 是 D 中 的 一 最 小 闭 集 ,函数 在 这 闭 集 之 外 为 0), 则 
"m 1 [im Ad6 1 gGD46 A dé 


2zi € — z 2zi i GE 
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1 gz + tdr A dc 
BE f T ( 命 6 


z= T) 
因为 9 具 紧 支 集 , 上 式 可 以 在 积分 号 下 取 微 分 ,因此 


oz) 1 Í 3g(z + 1) dr A dr 
az 2m Jo — 3z + 
1 rue Ado 
= = ]: E (fz + r= ¿) 
由 定理 1. 3. 1(Cauchy-Green 公式 ) 
u(2) 1 g C46 
az gc) 22i 6 一 2 
由 于 g € Cr OD ,等 式 右 端 积分 为 零 , 故 有 
ulz) _ 
ke 一 9(z)， 


i) 再 证 一 般 情形 . 对 任意 固定 的 >E D. V 2c v CV C 
D. {E Cf? COD) 函数 中 , 取 函 数 ,满足 


ylry 三 1,Suppy C D, 
W g) = pg + A — pg FEP yg E CEOD), A — y)g E C D, E] 
HÍ og], 一 9 (1 一 %gl = 0. 


E yg z 
Su = Jia 


wo) mg | Sta A ë, 
H o 的 证 明知 道 


= sg(z) = 9(z). 


由 于 (1 一 99 在 > 的 邻近 三 0, AR R RTE z J 4 Je C P, 
故 


一 2 


1f G — pg 天 
za], 6 dé A 4) 


a — 9g = 
3z 2ni m £—z d Adé 
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$ 2(0— ps) 
( Rri E s ENTRE 
最 后 有 
Su _ Ən 0n _ 
元 一 有 十 经 =g(z), ¿z€ Pp. 


定理 1.3.3 HSER, f E C 中 的 Ce 的 (0,1) 
形式 ,同时 假设 了 具有 紧 支 集 ,并 满足 9 一 05 一 D rz, AG 
n> lit, E u E CF(0"), 满 足 = f. 

A 命 f= faz, Hob f; € C98?(C0"), 则 由 定理 1.3.2 


zoe fu Gm) 
u(z) mi Ë Een. 2 


Wa 一 folti E 1I BAR 4F3f = 0, iab as 2f. koi, 
ns 我 们 有 


dé A dé 


2u(z) 1 1 29fi 

EPA 2ni [.z2 A 
edd li 35 z 
— d P IE—3xd, (G229°% 2)d A d 
-f. 


一 等 式 的 得 到 是 由 于 定理 1. 3. 1 (Cauchy-Grenn 公式 ). 因此 
wz) WED = f. B «CO 的 表达 式 可 以 看 到 , 当 Jal +H lal 
充分 大 时 w(z) = 0, PRERA 一 也, 所 以 在 庄 天 的 支 集 外 ,4(z) 
是 全 纯 的 ,因此 ,由 唯一 性 定理 知 (z) 在 的 支 集 外 三 0 B CO 
有 紧 支 集 


1.3.3 Hautogs 现象 
应 用 定理 1.3.3. 可 以 得 到 下 述 著 名 定理 : 
定理 1. 3.4 (Hartogs) it D È C PKR, sn 1, K Æ D rf 
紧 子 集 ,D\K 是 连通 的 . 那 末 任何 一 个 fE ANK) 都 可 以 全 纯 开 
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拓 到 整个 D. MHE f € 4(D) ,使 得 flwx = flou 自然 ,这 种 开拓 
是 唯一 的 (FE - Hartogs[1906a ]). 
WEB] fE p € CE? (D), p E KARRE = 1. fh fo 
= (1— 9)f.lill fo € Cf? D), HH fs = 0 # K , fo = f 1E D\suppp. 
HR v € C7 (0) EAR = fe — v E PR WALT = 0, 
Bj D = 3f. = — f 3p. ifj — f 2v fE Supp 以 外 恒 为 零 , 即 一 了 ap € 
C? (CO 并 有 紧 支 集 .根据 定理 1.3. 3, iE 0v — Sp H v TE, 
而 且 在 Suppe 以 外 亦 恒 为 零 . 所 以 在 Suppe 以 外 ,> = 0,7 = fe, Mi 
于 满足 下 = 0, 即 了 是 全 纯 的 ,但 是 f = fo 在 DNSuppy 成 立 . 由 于 
DNK 是 连通 的 ,所 以 由 唯一 性 定理 ,f = f E DNK 成 立 . 
Hartogs 定理 所 揭示 的 现象 ,表明 多 复 变数 全 纯 函 数 与 单 复 变 
数 全 纯 函 数 在 全 纯 开 拓 方 面 有 本 质 上 的 不 同 ,在 多 复 变数 中 这 种 
现象 称 为 Hartogs 现 象 . 由 Hartogs 现象 引出 一 系列 关于 多 复 变数 函 
数 全 纯 开 拓 的 研究 ,这 种 研究 推动 论 的 了 多 复 变 数 函 数论 的 发 展 . 
有 关 全 纯 开 拓 的 问题 ,将 在 第 二 章 和 第 四 章 中 进一步 介绍 . 


$14. 全 纯 映 身 


1.4.1 EAk 

设 DC c 是 一 开 集 , 考 虑 一 映射 PR:D 一 C". 记 下 一 人， 
fa) R fi = u + /一 ly. PEP = w(z,y),w = Ga) d D ER 
实 值 函数 , 那 末 F = Qum nnns.) 可 以 看 做 是 DC 本 到 天 "的 
映射 

映射 : D 一 C" 称 为 全 纯 映 射 , 如 果 它 的 ( 复 ) 分 量 fi... f, 
是 六 上 的 全 纯 函 数 . 命 
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af of 
34 07 2, 0 


F' (a) = | 


8f cay.. 3fs 
2 (a) E3 (a) 


我 们 称 F' (a) 292 $8R E F 在 点 a 的 导数 (或 复 Jacobi 矩阵 ). 
由 定理 1.1.9 立 得 : 
定理 1.4.1 DCCHrF:D—cJj&es BRED 


有 
3n 0i °° uuu) 
(1.4.1) det CORTES) 
u 3f _ 71 
5 [e aaz T ter ODD 20 
1.4.2 JXU$ 5b 


34 m = n EIE . 
定理 1.4.2 假设 DC c' B 2 5EBh $ F : D — C" fE 8 a JE dE 
$E CHI detF' (a) 关 0). 那 末 存 在 点 a 的 一 个 开 邻 域 U 和 5= F(a) 
的 一 个 开 邻 域 W, 使 得 F|, : U — W 是 一 个 同 胚 并 有 全 纯 道 映射 

Hi W—U. 
证 明 ”我 们 引进 从 c' x DI C" 的 映射 CCo,z) = FC) — v. 
由 假设 6(3,a) = 0 R. 


3g. x 
ce 六 | 0n = detF' (a) Z 0. 


EN k h ESA ER fF TE SE EE 1. 1. 10 知 存在 一 从 5 的 邻 域 W 到 一 球 
B(a,e) C D BR] ERR H (EX wz) € W X BA GGo,z) = 0, 
Bp w = F(z), 当 且 仅 当 z = HQ). BERI H : W — U = F—-1(W) 3 
是 所 要 求 的 F|, 的 全 纯 逆 映射 . 口 
定义 1.4.1 命 p,,D, 分 别 是 C* 和 Cc" 中 的 开 集 ,映射 : D 
户 称 为 双全 缉 的 ,如 果 是 一 全 纯 同 胚 并 存在 全 纯 逆 映射 -1D, — 
. 28. 


Di. 

如 果 是 双全 纯 的 , 则 由 复合 函数 导数 的 链 式 法 则 可 知 
(77)! (G2) FÈ F' (z) BJ3 RE BE. 特别 , 当 m 一 "时 ,有 是 非 奇异 的 . 

开 集 D 和 D; 称 为 双全 纯 等 价 的 , 如 果 存 在 一 双全 纯 映 射 
F : D, > D; 

F : Di > D; 称 为 在 点 DE Di 是 双全 纯 的 ,如 果 存 在 “的 一 个 
邻 域 0, 使 得 Fl, : U — FCU) 是 双全 纯 的 .因此 定理 1. 4. 2 也 可 表 
述 为 

定理 1.4.2 SEE DC C' 上 且 :DD->C' 是 全 纯 的 且 在 点 a € 
D 是 非 异 的 , 那 末 在 点 a 是 双全 纯 的 . 


1.4.8 自 同 构 群 . 

将 区 域 映 为 自己 的 双全 纯 映 射 , 称 为 这 区 域 的 自 同 构 . 区 域 的 
所 有 自 同 构 全 体 显然 构成 一 群 , 称 为 这 区 域 的 自 同 构 群 . 

下 面 介绍 两 个 区 域 和 它们 的 自 同 构 . 

Reinhardt 域 (多重 圆 型 域 )， 一 域 如 果 具 有 这 样 的 性 质 ,对 
属于 它 的 每 一 点 z, 那 末 所 有 的 点 2 一 C e" a Hia G, 
01,… 1,0.) 为 任意 的 实 向 量 ,也 属于 这 区 域 ,这 区 域 称 为 Reinhardt 
域 (多 重 圆 域 ). 点 a 称 为 区 域 的 中 心 Reinhardt 域 的 自 同 构 为 

与 一 (z; — a,)e? + ajj — 13,2,* n. 

如 果 点 za 属于 Reinhardt 域 , 那 末 所 有 的 点 

(z: z = ¿(2 — aj) +a, lAlxl1. j= 1,2,--,n) 
也 属于 它 , 则 这 个 Reinhardt 域 称 为 完全 的 Reinhardt 3. 

球 B(a,r) = (z € €: |z — a| < r) . 

和 多 圆柱 域 Pla,7) = (z € C : |z, —a,| < rj, | < j< n) 都 是 完 
全 的 Reinhardt 域 . 

易 知 赛 级 数 c.n 的 收敛 区 域 0( 可 能 是 空 集 ) 是 一 完全 的 
Reinhardt 域 . 
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Hartogs È CEARR). 如果 点 2 属于 区 域 , 那 来 所 有 的 点 
(Gl — aei 十 a, 2),2 = Gea, 
其 中 6 为 任意 的 实数 ,也 属于 这 区 域 ,这 区 域 称 为 Hartogs BR. 平面 
z = a, 称 为 这 区 域 的 对 称 平面 . Hartogs 域 的 自 同 构 为 
G = (Ga —a)e@ +a, Š= z. 
如 果 点 z^ 属于 Hartogs 域 , 那 末 所 有 的 点 
(zia = alaa) 十 一 和 | < 1), 
也 属于 Hartogs 域 , 则 这 个 Hartogs 域 称 为 完全 的 Hartogs ER. 

1.44 ”关于 C" 中 域 的 分 类 问题 

在 复数 平面 C' 上 有 下 述 著 名 的 

定理 1. 4. 4( 黎 曼 基 本 定理 ) ”任意 一 个 边界 点 多 于 一 点 的 单 
连通 区 域 0, 可 以 由 一 个 双全 纯 映 射 w — f(z) 将 它 映射 为 单位 贺 
# lw| 二 1. 如 再 任意 给 定 一 点 wa € DS f) = 0 É f! (zo) 是 正 
实数 , 则 映射 函数 w = f(z) 是 唯一 的 . 

所 谓 域 的 分 类 就 是 在 双全 纯 映 射 下 将 域 分 为 等 价 类 ,在 每 一 
等 价 类 中 找 出 一 个 最 简单 的 代表 域 ;根据 黎 曼 基 本 定理 ,单位 圆 盘 
就 是 复数 平面 c' 上 边界 点 多 于 一 点 的 单 连通 区 域 的 最 简单 代表 ， 
正 是 因为 单位 圆 盘 具 有 相当 普遍 的 代表 性 ,所 以 单 复 变数 函数 论 
的 许多 问题 在 单位 圆 盘 上 讨论 . 

但 是 黎 曼 基本 定理 在 C 空间 不 再 成 立 . 1907 Æ H + Poincare' 
发 现 (“Les functions analytiques de deux variabies et la repre'sentation 
conforme” , Rend. Circ. Mat. Palermo 23(1907) ,185 一 220) 1E C° 中 的 
双 圆 盘 P(0,1) 和 超 球 8(0,1) ,虽然 它们 都 是 边界 点 多 于 一 点 的 
单 连通 区 域 ,但 不 存在 一 个 双全 纯 映射 将 P(0,1) BO B(0,1). iX 
个 结果 的 证 明 方 法 很 多 ,在 许多 多 复 变数 的 书 中 都 可 以 找到 . 例如 
指出 P(0,1) 和 BO, D 的 双全 纯 自 同 构 变 换 群 是 不 同 的 ;或 者 算 
出 它们 的 西 曲率 , 则 前 者 是 变量 ,后 者 是 常量 ,由 于 西 曲率 是 全 纯 
映射 下 的 不 变量 ,所 以 P(0,1) 和 8(0,1) 不 是 全 纯 等 价 的 . 

由 于 黎 曼 基 本 定理 在 C 空间 不 再 成 立 ,目前 0" 空间 中 域 的 分 
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类 问题 又 仍 未 解决 ,这 就 给 多 复 变 数 的 研究 带 来 许多 困难 ,本 书 以 
后 各 章 将 逐步 介绍 克服 这 个 困难 的 研究 . 
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在 1906 年 F. Hartogs 发 现 了 Hartogs 现象 , 它 揭 示 了 多 复 变 数 
和 单 复 变数 全 纯 函 数 的 本 质 不 同 , 从 此 引导 出 全 纯 域 的 概念 ,为 了 
判别 什么 域 是 全 纯 域 又 产生 了 拟 凸 域 的 概念 ,本 章 S 2. 1 先 用 具 
体例 子 说 明 Hartogs 现象, 然后 介绍 全 纯 域 的 定义 ,接着 S 2. 2 介绍 
全 纯 凸 域 的 概念 ,这 是 1932 年 H. Cartan 和 P. Thullen 提出 的 判别 
全 纯 域 的 一 种 内 蕴 的 全 局 判别 法 , $ 2. 3 我 们 介绍 次 调和 函数 和 
多 重 次 调和 函数 的 定义 和 简单 性 质 ; Š 2. 4 介绍 拟 凸 域 和 Levi [i] 
题 ,介绍 了 拟 凸 域 的 二 种 定义 并 证 明 在 c° 边界 下 的 等 价 性 ,同时 
我 们 证 明了 C 中 具有 CO 边界 的 全 纯 域 是 拟 凸 域 . 


$21 £ HH R 
在 Š 1.3. 3 我 们 介绍 了 Hartogs 现象 ,下 面 再 举 一 个 具体 的 例 
子 来 说 明 这 个 现象 的 存在 . 
例 . 设 


D= {(z,w) € C s |z| <1,8<1,8 < vl<1) 
U (G,w) € C: |z| <a, |w] < 1) 
那 末 每 一 个 在 D 上 全 纯 的 函数 f(z,z) 都 可 以 全 纯 开拓 到 双 圆 柱 
b= {(z,w) ec : |z| < 1,lu| < 1) 
证 明 ERS 


p: C2 — R 
(zw) — (|z|, lwl) 
-32s 


JU DC, D 可 用 右面 示意 
图 2. 1. 1 中 的 斜 线 部 份 
SRR 

Dg) 

下 面 我 们 用 两 种 方 
法 来 证 明 上 述 论断 。 

1. 利用 Laurent 级 
数 开拓 

因为 函数 f(z,w) 
24 |z| < 1BHfE B< pw] 
< 1 全 纯 , 因 此 对 任意 


给 定 的 |z| < 1,f(z,w) 图 2.1.1 
可 展开 为 Laurent 级 数 
Q.1.D few) = SaGw, p<lvl<!l 


[m 


其 中 a.(z) 是 1z| 二 1 中 的 全 纯 函数 ,但 当时 |z| 二 a 时 ,上 式 是 |w| 
< 1 中 的 全 纯 函 数 , 故 当 |z| 二 a 时 , (2.1.1) 中 的 Laurent 展开 式 
不 出 现 负 次 短 项 , 即 a.(z) = 0,V k < 0. PRO a, C2 28 |z| 二 1 中 的 
全 纯 函数 ,而 在 其 中 之 一 个 开 集 上 为 0, 所 以 根据 全 纯 函 数 的 唯一 
性 定理 mw(z) = 0,V k < 0. 由 此 可 知 函 数 f(z,z) 是 双 圆 柱 方 上 的 
全 纯 函 数 。 

2. 利用 Cauchy 积分 公式 开拓 

任 取 一 适合 6<< 有 <1 E 8 ,定义 全 纯 函 数 
(2.1.2) Ja = 二 |， [es 
它 在 双 圆 柱 {(z,w) € C: |z| < 1, e| < P) 中 是 全 纯 的 ,而 在 
(G,w) E C: |z| Ca, |w| <1} E JG) = 了 (z,w), 因 为 这 时 它 
们 可 以 用 同一 个 Cauchy 型 积分 表示 ,所 以 这 样 定义 的 Few) ,就 
是 原来 的 f(z,w) 的 全 纯 开拓 ,这 也 证 明了 f(z,w) 是 双 圆柱 方 上 的 
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全 纯 函 数 ， 

现在 我 们 再 回顾 一 下 单 复 变 数 的 情形 ,复数 平面 上 任何 一 个 
FR D, 对 它 边界 上 的 任何 一 点 PE aD, 都 可 取 函 数 f 二 G 一 
p^; € D, 这 个 函数 在 D 上 全 纯 但 不 能 全 纯 开拓 到 P 点 以 外 去 ， 
特别 是 单位 圆 盘 D(0,1) = (z€ € : |z| < 1) ,不 难 构造 一 在 圆 盘 
1z| < 1 内 全 纯 , 但 单位 圆周 |z| = 1 上 任意 一 点 都 是 它 的 奇 点 的 
函数 ,例如 函数 
(2.1.3) fG) =1+ 2 + 2 H |z| «d 
就 是 在 |z| < 1 内 全 纯 的 函数 (因为 在 1z| < 1 内 级 数 收敛 ), 但 当 
zl) Bf. fC) — co, Br, z = 1 是 它 的 一 个 奇 点 ,又 因 

f(z) = 2 + f(2), 

M3 2— 1, f2) — co, 从 而 f(z) — oo EA z — — Lt 06 — + 
奇 点 ,再 因 


f(z) — zc fGD, 
易 知 凡 使 z= 1 的 z 都 是 f(z) 的 奇 点 ,一 般 , 方 程 
22-1], Z=1, 2=1, z*-],- 

的 根 都 是 f(z) 的 奇 点 ,这 些 奇 点 都 在 单位 圆周 上 ,因此 在 单位 贺 
周 上 无 论 如 何 短 的 弧 上 ,都 有 无 限 密集 的 奇 点 ,所 以 单位 圆周 上 的 
任意 一 点 都 是 f(z) 的 奇 点 ,这 时 单位 圆周 称 为 函数 f(z) 的 自然 边 
界 . 

通过 以 上 的 分 析 我 们 有 下 面 的 

定义 2.1.1 (全 纯 域 ) 开 集 DC C 称 为 全 缉 域 ,如 果 在 C" 中 
不 存在 具有 下 列 性 质 的 开 集 D. fll D: 

(WG = D, C b; ñ D. 

(5) D, 是 连通 的 并 且 不 包含 在 2 A. 

(c) 对 每 一 个 xE 4(D) 存在 一 函数 ww € 4(D,) (必须 是 唯一 决 
定 的 ) 使 得 在 Di E u = w. 

粗糙 地 说 ,这 个 定义 表示 不 存在 边界 的 任何 部 分 使 4(D) 中 的 
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每 一 元 素 都 能 越过 边界 的 这 部 分 全 纯 开 拓 到 外 面 去 . 

定义 2.1.1 也 可 表述 为 : 

设 D 是 C* 中 的 一 域 ,如 果 不 存 在 更 大 的 D5 汪 D,D AD REE f 
€ AD) 都 可 以 全 纯 开拓 到 D EN p PAER. 

由 上 述 定义 可 知 ,PD 是 全 纯 域 的 意思 是 说 ,D 上 的 全 纯 函 数 不 
能 通过 D 的 边界 上 的 任何 点 都 全 纯 开 拓 出 去 ,因此 ,对 边界 op 上 
的 任 一 点 P, 都 可 以 找到 一 了 E 4(D), 它 不 能 开拓 到 包含 P 点 的 一 
个 邻 域 . 

复数 平面 C 上 任 一 开 集 都 是 全 纯 域 ,但 以 后 会 看 到 在 C 中 并 
非 如 此 . 

从 域 的 分 类 的 意义 上 来 看 ,单位 圆 盘 中 复数 平面 上 是 很 有 代 
表 性 的 区 域 , 它 的 重要 性 质 就 是 它 是 一 个 全 纯 域 ,所 以 定义 2.1.1 
在 某 种 意义 上 是 在 C 空间 中 拓 广 了 单位 圆 盘 的 性 质 ; 由 于 在 复数 
平面 上 Riemann 基本 定理 在 C" 中 不 成 立 ,所 以 全 纯 域 在 C" 中 是 一 
类 十 分 重要 的 域 ,以 下 我 们 着 重 研究 全 纯 域 的 判别 法 . 


$22 全 纯 凸 性 AR 


2. 2. 1 Cartan-Thullen 定理 

在 C 中 什么 域 是 全 纯 域 ?联想 到 复数 平面 C' 中 的 单位 圆 盘 我 
们 自然 会 猜想 Cn 中 的 欧 氏 凸 域 是 全 纯 域 ,这 人 猜想 是 对 的 ,我 们 
先 介 绍 

定义 2.2.1 C' 中 的 域 D 称 为 欧 氏 是 的 ,如 果 对 边界 上 的 任 一 
点 PE əD, 
都 存在 一 个 通过 P 点 的 实 超 平面 万 ,满足 

HND= Ø. 
定理 2. 2. 1 “如果 区 域 D C C 是 欧 氏 凸 的 , 则 p 是 全 纯 域 . 
证 明 ERA PE aD, 不 妨 设 P 二 0, 由 定义 ,存在 实 超 平 
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面 
Hi G + uA) = 0, BI ReX az = 0 
与 aD 仅 交 于 点 Ovid H (JUSEECE TUS 
iH: S (V/T laa — MT laz) = 0, Im $ az = 0. 
则 0€ GH), BT Hf) GID C H,B(1 5 H V) GH) 与 2 仍 不 相交 ， 
这 时 五 N GH) 为 一 复 超 平面 , 记 为 L(z), 即 
H N GH) : LG) = Daa=0 
ERA 


FS 
fG) = IG 


则 显然 了 fE AUD 并 且 不 能 开拓 到 包含 点 O 的 邻 域 . 

显然 ,这 个 定理 的 逆 是 不 成 立 , 当 n== 1 时 就 可 清楚 地 看 出 , 因 
为 复数 平面 上 的 任 一 开 集 都 是 全 纯 域 ,这 个 开 集 不 必 是 欧 氏 同 的 ， 
由 此 可 知 全 纯 域 的 概念 , 远 较 欧 氏 凸 为 广 . 另 一 方面 ,全 纯 域 的 定 
义 表 明 全 纯 域 在 全 纯 坐 标 变换 下 仍然 是 全 纯 域 ,但 欧 氏 凸 域 在 全 
纯 坐 标 变换 下 不 能 保持 不 变 , 除 非 这 个 变换 是 复线 性 变换 . 

下 面 介 绍 一 个 H. Cartan 和 P. Thullen 在 1932 年 提出 的 全 纯 域 
的 内 蕴 判 别 法 ,这 个 判别 法 利用 关于 全 纯 函 数 4(D) 的 代数 的 凸 性 
条 件 , 这 个 “全 纯 凸 ” 是 多 复 变数 中 的 最 基本 概念 之 一 . 

我 们 先 来 考察 一 下 在 欧 氏 空间 R^ 中 ,怎样 得 到 一 个 闭 集 天 的 
欧 氏 凸 包 ? 从 直观 上 看 来 ,我 们 可 以 对 任意 一 点 zE seK, 作 一 切 可 
能 的 超 平面 五, 使 K 全 在 五 的 同 侧 , 这 些 超 平面 #1 的 包 络 , 就 是 
的 凸 包 天 ,用 数学 的 语言 来 说 ,就 是 

K = {2 € R” : (G) «Sup! V 实 值 线性 函数 LT 
若 换 成 复 坐标 ,1(z) = ReL(z) , L(z) 是 复线 性 函数 , 则 上 式 可 以 写 
成 


R= {z6 C: e| < Supļe"| v 复线 性 函数 工 ). 
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不 难看 出 ,如 果 D 是 欧 氏 凸 的 , 则 对 任何 D 中 的 紧 集 K, 它 的 欧 氏 
凸 包 天 也 是 D 中 的 紧 集 . 但 是 这 种 性 质 在 全 纯 坐 标 变换 下 不 再 保 
持 , 因 为 全 纯 坐 标 变换 不 能 保持 复线 性 函数 仍 为 复线 性 . 由 于 域 的 
全 纯 性 在 全 纯 坐 标 变换 下 是 不 变 的 ,所 以 我 们 考虑 的 函数 类 应 该 
是 在 全 纯 坐 标 变换 下 不 变 的 函数 类 , 即 全 纯 函 数 类 ,由 此 启发 我 们 
考虑 下 面 的 

定义 2.2.2 (全 纯 凸 包 和 纯 凸 域 ) 
设 D 是 0" 中 的 域 ,K 是 D 中 的 一 个 紧 集 ,集合 

R = {2 € D: |fG)| < Sup|f],V f € 40) 

称 为 K HEADE, 

如 果 对 每 一 个 KCCD, 都 有 下 己 CD, 则 域 D 称 为 全 纯 凸 的 ， 

显然 ,KR 有 下 列 简 单 性 质 : 

DK 在 D 中 是 相对 闭 的 . 

2)K C K. 

3) 如 果 CC D, 则 (KK) = ,这 是 因为 

z € (RID) < Sup] £| = Suplfl V f € AD). 


4) WRS f = exp( X ab) DU K df K BJEK IS B] UP , Br b) m 
果 天 是 有 界 集 合 , 则 到 也 是 有 界 集 合 . 

下 面 的 定理 表明 全 纯 域 与 全 纯 凸 域 是 一 致 的 . 

定理 2.2. 2 (Cartan-Thullen) É: D Jé C" 中 的 域 , 则 以 下 条 件 
等 价 : 

(1)D 是 全 纯 域 . 

(ODE. 

(1) 存在 一 个 fE 4(D), 以 3D 为 自然 边界 . 

证 明 (1s (1o 由 全 纯 域 的 定义 立 得 . 

(I) 过 (I) 设 FP 是 D 中 的 任 一 子 集 ,定义 

d(F) = intdist(z,C"ND) 


«377 


称 为 了 与 ƏD HER, p $E K CC D.K 38 K Beto RIR 
要 证 明 CK) > 0, 但 不 仅 如 此 ,我 们 还 能 证 明 d(K) = d(K) 
对 任意 适合 4(K) > e> 0 的 6, 记 
K. = {z € D;dist(z,K) < e} C D. 
则 对 任何 以 zE K 为 中 心 ,以 。 为 半径 的 多 圆柱 都 在 K, 之 内 ,由 多 
圆柱 的 Cauchy 不 等 式 (推论 1. 1.2), 有 
RE 


由 天 的 定义 ,如 zaE RUE 


Def(z) | < Suplfl.V z€ K,f € AD). 


(DE) | < Supl os] < Msuplfl, 
Butxvz2ek 
f(z) = 53 PIG 一 2) 

是 在 以 ?为 中 心 ,以 为 。 半 径 的 多 圆柱 中 收敛 的 ,根据 全 纯 域 的 定 
义 ,以 上 事实 对 一 切 f€ AD 成 立 , 所 以 必 有 f(z*,3D) > es 故 
aR) 之 。, 但 另 一 方面 ,显然 有 dCK) 之 (Re 可 以 任意 接近 
4CK) Bi ifi CK) = a(R). 

(1) (Hg) 我 们 要 由 全 纯 西 的 性 质 , 构 造 出 一 信 以 D 为 
自然 边界 的 全 纯 函 数 . 

在 D 中 选取 一 个 点 列 {z,) ERR K, = K,, 使 之 适合 : 

(DD=UK,,K,C Krys 

(2)əD 的 每 个 点 都 是 点 集 {%) HRA, 

(34 € K, 
由 (2) 和 (3) Al (z,) # D PROCHE RR ,2: BB3E2 S $E Ek D, i 2: ñi ri fE 
É z, € K, = K,, 可 知 对 每 个 » 都 存在 一 了 ,E AC) ,使 

FAG] > supl f| 


VÀ f./ f.) 代替 下 ,再 自 乘 适 当知 次 ,可 使 所 取 f, 满足 
: 38 。 


f.(z,) = 1 KSup| f! < e, 


其 中 是 一 个 任意 小 的 正 数列 , 且 Jw, <+ co 
作 无 穷 乘积 


TIG — +>, 


因 它 与 > log(1 — £2 Fl cdi 791] < 272, < 十 co 可 
知 它 在 了 内 收敛, 记 为 f, 则 了 fEe 4(D), 且 不 恒 为 零 ,但 显然 

D°f(z,) = 0,V Jal < v 
对 任何 z”E 9D, 取 (z,} 的 子 序列 (z} — Z^ ,我 们 有 

Df) = 0,la] < r, 
如 果 了 可 以 通过 z* 开拓 出 去 , 则 由 连续 性 ， 

D°'f(z*) = 0,V lal < v 
命 凡 一 ce, 则 我 们 有 

D'f(z*) = 0,V a, 

因而 f(z) fE >" 的 某 个 邻 域 为 零 , 由 唯一 性 定理 ,在 D 上 f(z) = 0, 
这 与 f(z) 0 382 8. CT 

下 面 再 介绍 一 个 对 判别 一 个 域 是 否 全 纯 域 较为 具体 的 方法 . 

定理 2.2.3 Bh D CCc" 是 全 纯 凸 的 (因而 是 全 纯 域 ), 当 且 仅 
当 对 VY (z) 一 3D,3 f € AD), {SE 无 界 . 

证 明 ” 先 证 条 件 的 充分 性 . 车 7D 不 是 全 纯 凸 的 , 则 3 K CC 
D,E È ED 中 不 是 紧 的 ,于 是 存在 {z) € K, (2) 9D, V fE 
ACD), |f) | < Sup f IBI f If(z,) |} 有 界 , 与 假设 矛盾 . 

再 证 条 件 的 必要 性 . 设 {z,}, € Dis — 9D, K, = R, CC D, 
D=UK, Bë z, € Koz, € Ku € v Hoch Tul E OLOR RET 
”可 以 选取 一 妃 E 4(D) ,使 

121 2 v + DHA 
5 
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Sulf] < 
这 时 7 # D Pila uia f£ = >+ € AWD), h f, KIPER 
|fG,)| > |f.Gz,) | - Xie = PIS 2| 
sius ti 


AUSC) 无 界 . 
2.2.2 例子 
gli 任 一 域 DC C: 都 是 全 纯 凸 的 . 

证 明 ”假设 {P,} CD 在 D 中 无 聚 点 ,如 果 {P,) 无 界 , 则 函数 
f(z) = z 将 在 {P， ) 上 无 界 .如 果 {P,) 有 一 RA p E 9D, 则 函数 f(z) 
= (z 一 7)-!€ AO) 在 {P,} 上 无 界 . 口 

同 理 可 证 (参考 定理 2. 2. 1 的 证 明 ) 

例 2 e 中 的 任 一 凸 区 域 都 是 全 纯 凸 的 . 

定理 2. 2.4 “有 限 多 个 全 纯 凸 开 集 的 交 是 全 纯 凸 的 . 

证 明 是 显然 的 . 

定理 2. 2.5 HAEA D C ci —1288D—D X 
D, 是 全 纯 凸 的 ,特别 , 任 一 广义 多 圆柱 域 D== D1 X … XD.,D,CC 
是 全 纯 凸 的 . 

证 明 “对 于 第 一 个 结论 ,显然 只 要 证 明 @ 一 (K, X Ko o xop 
CC D. X D, Kr, K C D,i = 1,2 是 紧 集 ,由 于 每 一 函数 f € 
ACD.) REX ACD, X D.) 中 的 一 函数 ,我 们 有 Q@C OE ao, X Ds 和 
QC D, X (E240) REC Rda X Roop CC Di X Di, 88 

二 个 结论 可 由 归纳 法 和 例 1 得 到 . 

下 面 我 们 引进 一 类 域 ,它们 是 多 圆柱 域 的 拓 广 . 

定理 2. 2. 3 开 集 D CC C 称 为 解析 多 面体 ,如 果 存 在 D7 的 
一 邻 域 忆 和 有 限 个 函数 fa. f € AG) 使 得 
(2.2.1) D= (z€ U: |fiG)| < 1,---,|fiG) | < 1). 
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函数 fon f PIOS D ftr 

定理 2. 2. 6 第 一 解析 多 面体 都 是 全 纯 凸 的 . 

证 明 — En Uf) CAU) 是 解析 多 面体 D 的 一 个 标定 . 
如 果 K CD 是 紧 的 , 那 末 7; = Sup|f:| < 1,j = 1, B $R 

Ra C (2 € U: AO & ris CO | < ri, 

且 后 一 集合 在 D 中 是 相对 紧 的 . 口 

定理 2.2.7 如果 存在 一 列 全 纯 域 {0,},D, C Da i D 
= Üp AE p 是 全 纯 域 


证 明 ”任意 取 一 紧 集 K CCD hF D = ÜD, H DC Dm 
WE N, {Ë K C Dy, 由 于 Ds 是 全 纯 域 ,由 Cartan-Thullen 定理 D. 
是 全 纯 凸 的 , 故 玉 CC Ds CD, 于 是 Cartan-Thullen 定理 再 次 表明 
D 是 全 纯 域 . 口 ` 


$2.3 ”多 次 调和 函数 


Cartan-Thullen 定理 给 出 了 用 全 纯 凸 性 来 刻 划 全 纯 域 , 全 纯 凸 
的 概念 在 理论 上 也 十 分 重要 ,例如 我 们 在 第 四 章 中 将 定义 的 Stein 
流 形 就 是 以 全 纯 凸 的 概念 为 基础 的 ,不 过 全 纯 凸 性 是 不 易 判 定 的 ， 
自然 的 想法 是 全 纯 凸 域 能 否 用 边界 的 某 种 凸 性 来 刻 划 , 早 在 1910 
年 ,E.E. Levi[1910] 就 已 提出 这 种 办 法 ,在 介绍 Levi 凸 性 之 前 ,下 
面 先 介绍 多 次 调和 函数 ,这 是 Levi 凸 性 的 基础 . 


2. 3.1 ”复数 平面 上 的 调和 函数 
本 段 先 回顾 一 下 复数 平面 C' 上 的 调和 函数 的 一 些 重 要 性 质 ， 
3A C! 上 的 Laplace 算 子 A 定义 为 
$,92 2 
(2.3.1) A = š ta = 12% 
JEH z = z + iy. KID C Cl 上 的 函数 称 为 调和 的 ,如 果 在 DE 
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Au = 0, 下 面 我 们 介绍 调和 函数 的 一 些 熟 知 的 初等 性 质 ， 

1. 一 实 值 函数 4 是 调和 的 , 当 且 仅 当 4 局 部 地 是 一 全 纯 函 数 的 
实 部 ,调和 函数 是 Cr 的 ,而 且 是 实 解析 的 . 

2. 均值 性 质 ”如 果 * 在 DC c: 是 调和 的 , 那 末 
(2.3.2) u(a) = za n 
34 (z: |z — a| < z) C D. 

3. 极 大 值 原理 “如果 是 实 值 的 并 且 在 DC C' 是 调和 的 , 那 
K: 

( 强 形 式 ) 如 果 f 在 点 a € D 有 一 个 局 部 极 大 , 那 末 4 在 a 的 一 个 邻 
域 是 常数 (因此 在 D 的 包含 a 的 连通 分 支 上 也 是 常数 ). 

( 弱 形式 ) In p C C O H u EERME DIR u) < maru X 
z € D. 

注意 , 强 形式 的 极 大 值 原理 隐 含 弱 形 式 的 极 大 值 原理 . 

4. Dirichlit 问题 ”如 果 信 = (z: |z —a| <r) 和 gE€ COA), 
那 末 存在 唯一 一 个 在 A 调和 在 A 连续 的 函数 ,使 得 4(z) = 9(2) 
当 z € 3 入. 这 个 调和 扩张 E 9 的 Poisson 积分 明显 地 给 出 
C2.3.3) wato =E Tš G + re?)d 3 |ë | < r. 

2.3.2 ”次 调和 函数 

Laplace 方 程 在 一 个 实 变数 情形 的 类 似 解 是 线性 函数 !(z) = az 
+b. 函数 y 二 uz) 称 为 凸 的 ,如 果 在 它 的 定义 域 的 任何 区 间 [a,p] 
Esul) 是 小 于 或 等 于 唯一 的 线性 函数 4 上 且 2a) = LCa) 和 MP) = 
LCD. 将 以 上 定义 中 的 线性 函数 代 以 调和 函数 就 引出 次 调和 函数 
的 概念 :连续 函数 4 在 D C C! 上 是 次 调和 的 ,如 果 在 每 一 圆 盘 人 
CC ES us hm h € cA) EE A 上 唯一 的 调和 函数 , 且 
dE 9D Eh = u, GRE h h ELSE F 6 Dirichlet 问题 的 解 可 知 是 存在 
的 ). 
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由 于 技术 上 的 理由 ,在 次 调和 函数 的 定义 中 以 包括 半 连 续 函 
数 和 充 许 取 值 — oo 为 方便 ,而 且 , 常 常 将 圆 盘 代 以 更 一 般 的 点 集 
(虽然 这 是 无 关 紧 要 的 , 见 下 面 的 定理 2. 3. 1) ,由 于 在 这 种 情形 下 
Dirichlet 问题 一 般 不 一 定 有 解 ,我们 采用 下 述 

定义 2.3.1 (次 调和 函数 ) ”函数 wx: D— RU {一 991 称 为 
次 调和 的 (Subharmonic) , Ar u 是 上 半 连 续 的 ,而且 对 每 一 紧 集 K 
CD 和 每 一 在 K 的 内 部 调和 的 函数 LE COO TE OK. EIE u < h, 
AXE K EH u < h. 

IA 一 “是 次 调和 函数 , 则 称 u 为 上 调和 函数 (Supper 
hamonic function). 

其 中 函数 上 半 连 续 的 定义 为 : 

定义 2. 3. 2( 上 半 连 续 ) ”函数 " 称 为 在 2 上 是 上 半 连 续 的 ,如 
果 
(2.3.4) im u(z) = Jim up CO = u(a),XI a € D, 
或 等 价 地 
(2.3.5) (z€ D:u(z) < e) 对 每 一 个 CE RER. 
上 半 连 续 函 数 在 每 一 紧 集 上 取 到 一 极 大 (然而 不 一 定 取 到 一 极 
小 ) ,函数 wx: D — R 是 连续 的 , 当 且 仅 当 * 和 一 4 是 上 半 连 续 的 . 

由 ( 弱 ) 极 大 值 原理 立 知 调和 函数 是 次 调和 函数 同时 也 是 上 
调和 函数 ,在 我 们 讨论 了 次 调和 函数 的 一 些 特性 后 ,我 们 再 介绍 次 
调和 函数 其 它 例子 . 

引 理 2. 3. 1. MDT 是 开 的 . 

C 1) 如 果 * 在 了 是 次 调和 的 , 则 ca (C — 0) 也 是 . 

CI) WẸ ue: a € A) 是 D 上 的 一 族 次 调和 函数 ,使 得 4 = 
Supu, 是 有 限 的 和 上 半 和 连续 的 , 那 末 "是 次 调和 的 . 

CH) WR (uj — 1,2,…} 是 D 上 次 调和 函数 的 递减 序列 , 那 
Ku= lim u EKWA. 
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证 明 COMO) JEGE X 6 m 2850. 8 Y ERE CIO ,假设 
K 性 D 是 紧 的 ,h € COO fE int( K) 是 调和 的 且 在 IK E, >u = 
limu,. £k 4g e> 0,E,= (z € 3K : u,(z) (z) +e) J ƏK 上 的 子 集 ， 
X j= 1,2, Ej I C B, B. NRE = @. HT ək SJ FELE 
N fi E, — 好 ,因此 在 3K L u, <Ç h + es TF u KWM ARE 
REK EERI K 8228355 e> 0 #E K # u < k + e, MEKE 
# <D f 

作为 一 个 应 用 我 们 得 到 c' 上 任意 区 域 的 一 个 奇怪 性 质 . 

推论 2.3.1 对 Ci 中 的 每 一 开 集 D, 函 数 x(z) = — logó, (z) 在 
D 上 是 次 调和 的 ,其 中 5,(z) 表示 从 >E D 到 9D 的 欧 氏 距离 , 即 
óp(z) = dist(z,C"ND). 

证 明 — in p = C, u= oo , 那 末 没有 什么 要 证 明 的 ,如 
DC CO 是 连续 的 , 且 对 =E DTE vC) = Sup( — 
log|z — 6| : 6 € 9D); 由 于 一 1og1z 一 5| 是 调和 的 ,因此 在 ?上 是 
次 调和 的 (局 部 地 , 它 是 一 log(z 一 6) 的 一 个 调和 分 支 的 实 部 份 )， 
B3 2.3. 1010 立 得 结论 . 口 


2. 3.3 ”次 均值 性 质 。 现在 我 们 讨论 次 调和 函数 的 一 些 其 
它 特性 ,它们 在 许多 情形 都 是 有 用 的 . 特别 ,从 它们 可 以 知道 次 调 
和 性 是 一 个 局 部 性 质 . 

我 们 回顾 一 下 积分 理论 ,对 于 一 紧 集 上 上 的 Bore 测度 和 一 个 
上 半 连 续 函 数 : K 一 RU (— oo), 积 分 uth 是 有 定义 的 (可 能 
X ÑE 
(2.3.6) [o = inti f edu :9€c(K) Hozu), 


Xu€ LG, FIDEIPT >— ee. 
定理 2.3.1 fD CU 中 的 开 集 , 以 下 说 法 对 上 半 连 续 函 数 
u: D— RU (— oo 是 等 价 的 : 
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( 1)u 是 次 调和 的 

CIO 对 每 一 圆 盘 人 CCD 和 在 3A ERE u< Ref 的 全 纯 多 
HA f E A ERIA u< Ref 

(W) 对 每 一 个 oE D 存在 一 正 数 7, < la) 使 得 
(2.3.7) ula) < 二 | + re” ydo HERH 0 < r < ra 

注意 . (I) 称 为 次 均值 性 质 , 有 时 可 用 它 作为 次 调和 函数 的 
判别 法 ,显然 它 是 一 个 局 部 性 质 并 且 是 可 加 的 . 因此 我 们 有 : 

推论 2. 3.2 WME u fq u: 是 次 调和 , 则 ww + w 也 是 . 

在 证 明定 理 2.3.1 之 前 我 们 先 证 明 下 面 的 . 

引 理 2. 3. 2 ”满足 次 均值 性 质 的 上 半 连 续 函 数 4 满足 强 极 大 
值 原理 . 

证 明 ”论证 和 在 证 明 调和 函数 的 极 大 值 原理 时 常用 的 一 样 ， 
假设 4 满足 次 均值 性 质 , 且 4 在 a € D 有 一 局 部 极 大 , 即 存在 一 p 记 
0 使 得 对 |z — a| < p PAH zA uC) < ula). 我们 可 假设 bp 万 
r. 如 果 存 在 一 点 有 % 使 + = |z — a| < p H ul) < u(a) RRA u 
的 上 半 连 续 性 ,{9E [0,22] : ula + re”) < u(a)) 将 有 非 空 内 部 ; 
因此 

NC + re^)40 < NO = 2au(a), 
这 和 假设 矛盾 ,因此 4 在 a 的 一 个 邻 域 必 须 有 常量 . 口 

定理 2.3.1 的 证 明 . 显然 由 (I) 可 推出 (1). 为 了 证 明 
(OD OD, BR A = (z: |z —a| < r) CC D f p € CC3 人 ) 
HEIA LE p> u EH p hy Poisson 积分 代替 9 以 后 ,我 们 可 假 
设 w 在 人 是 连续 的 在 A 是 调和 的 , 当 r<<1 时 ,函数 w(2) — ea 
二 tz(z 一 a)) 在 人 的 一 个 邻 域 是 调和 的 , 且 当 7 一 1 时 一 致 地 有 
— 9. HUE o. 一 Rf, 其 中 天 在 人 上 是 全 纯 的 ,又 由 考虑 天 的 


Taylor 级 数 部 份 和 ,可 知 对 :之 0, 存 在 一 全 纯 多 项 式 了 使 在 3A 上 
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#u<g9ə=<Ref< p+ e H CO HUBER BC RS BJP TEB RII 
有 


u(a) < Ref(a) = 去 | Resa + re*)d0 < 去 | wa 十 ree)db 十 

e 

由 于 的 任意 性 ,我 们 得 到 对 每 一 连续 函数 "之 x( 在 3A EO 有 
ua) < Ef we + sea, 


因此 由 (2. 3.6) 3r fg CL D. 

最 后 ,证 明 ( 下) 一 (1 ), 命 KCD 是 紧 的 ,并 假设 4E€ cO) 在 
intK 是 调和 的 ,而 且 在 9K 上 有 二 ;我 们 要 证 明 在 K 上 有 wu 志 h. 
注意 到 由 (了 ) 和 4% 的 均值 性 质 可 以 推 得 一 4 在 intK 上 的 次 均值 
性 质 . 所 以 由 引 理 2. 3.2 知 道 ,对 有 zE€ K f Qr h) G) < max (u 
— h) «C O,BlE K fj u s h. 

下 述 次 调和 函数 的 均值 性 质 是 十 分 有 用 的 . 

定理 2. 3. 2( 次 调和 函数 的 均值 ). 

如 果 4 在 圆 盘 {|z — a| < p) 是 次 调和 的 , 那 末 
(2.3. 8) Aur) = zje 十 ren)dg 
当 0<<><<p 时 是 一 非 减 函数 . 

证 明 RA = (|z — a| <r) HRR 0 < r, < r, < p. fi 
9 € COA Cr)) TE IA (zx) EWE o > u, fE p Ë) Poisson 积分 ,我 们 
可 以 假设 mpE CCA GOD HE o E A Cs) 是 调和 的 . 由 均值 性 质 ， 
34 r < r; BF AG) = yw(o), 又 由 xz 的 次 调和 性 推 知 在 Ad) Eu 
< gp. 因此 对 所 有 这 样 的 p,4(u;71) S 4(piri) = AG) JEHUIE 
可 知 Auri) € inf(A(p;r) : EAC) Eo fec Hu) = 
ACr2). 


2. 3.4 ”次 调和 函数 的 微分 特性 . 
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AAE CS] 1 C R 上 的 co 类 函数 是 凸 的 , 当 且 仅 当 在 1 上 
w^ (2) > 0. 类 似 的 性 质 对 光滑 的 次 调 的 函数 也 成 立 ,由 此 给 出 次 调 
和 性 的 一 个 计算 检验 . 

定理 2. 3. 3 KA u E CO (D) 在 D 上 是 次 调和 的 , 当 且 
仅 当 在 D 上 Au 2 0. 

证 明 ”首先 我 们 从 人 x > 0 推出 4 是 次 调和 的 . 命 KCD 是 
紧 的 ,hE c(K) fE intK 是 调和 的 ,并 假设 在 39K 上 v= 二 4 一 h < 0. 
如 果 对 某 些 zE K,v(z) > 0, 那 末 将 在 一 点 a € intK 取 极 大 ,因此 
Avla) 过 0, 由 于 人 h 一 0, 这 和 Aula) > 0 矛盾 ,因此 我 人 有。 二 
0, 即 在 K 上 4 之 h, 即 4 在 D 上 是 次 调和 的 ,其 次 ,如 果 Au > 0,18 
前 面 的 论证 应 用 到 = u + A/p lal = 1.2, 表示 是 次 调 
和 的 ,由 于 当 Jj -> co IE ou CO 递减 到 x(z), 引 理 2. 3. 1 也 表明 4 是 
次 调和 的 . 

要 证 道 命题 , 命 * 是 次 调 的 并 假设 有 一 点 aeE D7 使 得 Aula) < 
0. 由 连续 性 在 点 4 的 一 邻 域 U 有 Au < 0, 因 此 由 证 明 的 第 一 部 份 
可 知 , 一 4 在 U 是 次 调和 的 . 因此 4 和 一 4 在 U 上 是 次 调和 的 ,所 以 
4 在 U 上 是 调和 的 ;但 这 表示 在 U 上 Au = 0 和 Au(a) < 0 矛盾 
所 以 在 D 上 必须 有 Au > 0. 口 

附注 :如 果 考 虑 “ 弱 导 数 ”或 “广义 导数 ”我 们 可 以 去 掉 定 理 2. 
3. 3 中 的 假设 x E CP. 

2.3.5 ”次 调和 函数 的 例子 

例 1 如 果 u(z) 宇 0 是 次 调和 函数 , 那 末 函数 (2z) (7 之 1) 也 
Jk min. 

证 明 ”这 个 断言 可 以 从 Holder 不 等 式 

w(z) < E "N u(z 4 re" 246] < «a w(z + re")d6 


和 次 均值 性 质 (2. 3.7) 推出 . 
例 2 MRO 是 次 调和 函数 , 那 末 eo 也 是 次 调和 函数 . 
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证 明 ”这 个 断言 可 以 从 几何 平均 和 算术 平均 之 间 的 不 等 式 
este < [ors mm [os = 1,22 0.f2 0 

和 次 均值 性 质 (2. 3. 7) 推出 ,事实 上 
ex? < eot ue + re”)d40) < z [eot + re^) }d0. 

例 3 假设 f(z) 在 D 全 纯 , 那 末 函 数 log|f7(z) | ,log* |f) LR 
If(z) O Z 0) 在 D 是 次 调和 的 . 

证 明 dT 

[f(z2) |? = ers! logt |f(z)| = max(0,log|f(z) D. 

所 以 只 要 证 明 函 数 log|f(z) | 是 次 调和 的 ,由 于 它 不 趋 于 + co ,在 
D 上 半 连 续 ,又 对 所 有 足够 小 的 "三 7。 和 zE€ D, 满 足 不 等 式 (2. 3. 
7)，, 后 一 断言 由 下 述 理由 推出 :如 果 log|f(z)| 一 一 co, 则 不 等 式 
(2. 3.7) 自然 满足 ,如 果 log|f(z) | = Relogf(z) > — oo 是 点 :的 革 
一 邻 域 上 的 调和 函数 , 那 末 由 等 式 (2. 3. 2) 可 知 不 等 式 (2. 3. 7) 也 
满足 . 口 


2. 3.6 ”多 次 调和 函数 . 

前 面 几 眉 我们 讨论 了 二 个 实 变量 的 调和 函数 和 次 调和 函数 . 
这 些 概 念 在 多 个 实 变 量 有 一 个 显然 的 拓 广 ,但 是 这 个 拓 广 在 多 于 
一 个 复 变量 的 复 分 析 中 不 是 十 分 有 用 ,主要 由 于 多 于 一 个 复 变量 
时 调和 函数 和 全 纯 函 数 的 实 部 不 是 等 价 的 ,再 者 ,DCC" E 2n 4 3E 
变量 的 次 调和 函数 在 双全 纯 映 射 下 不 是 不 变 的 ,除非 = 1. 在 多 
复 分 析 中 一 个 更 有 用 的 拓 广 是 多 次 调和 函数 , 它 是 这 样 的 函数 ; 当 
限制 在 复线 上 时 是 次 调和 的 ,下 面 我 们 给 出 正式 的 定义 . 

定义 2. 3. 3( 多 次 调和 函数 ) ” 命 D 为 0" 中 的 开 集 ,函数 :DD 
— RU{ 一 co) 称 为 在 D 上 是 多 次 调和 的 ,如 果 w 是 上 半 连 续 的 , 且 
如 果 对 每 一 a€ D 和 WE C, RRA ula HAW) ERRA C :a 
十 WW € D) 是 次 调和 的 . p 上 的 多 次 调和 函数 类 记 为 PSD). 
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注 :次 调和 函 的 某 些 性 质 多 次 调和 函数 也 有 . 例如 , 引 理 2. 3. 
1 对 多 次 调和 函数 也 成 立 . PS(D) 在 加 法 下 是 封闭 的 ,又 xE PS(D) 
当 且 仅 当 4 在 每 一 点 a € 了 的 某 一 邻 域 是 次 调和 的 ,如 果 了 6E 
4(D), 那 末 1fl",a 之 0 和 1og|f(z) | 在 D 都 是 多 次 调和 的 (这 可 由 上 
一 段 的 例 3 得 到 . 因为 当 f 了 限制 在 一 复线 上 时 对 参数 4 是 全 纯 的 ). 

另 一 方面 ,推论 2.3. 1 不 能 拓 广 到 高 维 去 . 例如 ,车 了 = C 一 
(0), 命 = 一 log60(z), 当 a 二 (1,0) Hl w = (0,1) 时 ,ula + àw) 
— — logó, (1,4) — — log M1 十 [4 下, 这 个 函数 在 4 二 0 有 一 个 严格 
极 大 ,因此 它 不 能 是 次 调和 的 ( 引 理 2. 3. 2). 所 以 4 不 是 多 次 调和 
的 ,我 们 将 在 定义 2. 5. 3 中 看 到 ,对 一 log 是 多 次 调和 的 域 正好 
是 拟 凸 的 ,也 就 是 全 纯 的 ( 见 后 面 的 Levi 问题 ). 事实 上 ,在 $2.1 
我 们 已 经 指出 复数 平面 C! 上 任 一 开 集 都 是 全 纯 域 ,所 以 函数 4 
= — logó,(z) 在 任 一 开 集 D C C! 上 是 次 调和 的 ,但 在 C0" 中 并 非 任 
一 开 集 都 是 全 纯 域 ,根据 后 面 所 介绍 的 Levi 问题 ; 拟 凸 域 是 全 纯 
域 ,所 以 在 C0" 中 函数 = 一 log5o(z) 是 多 次 调和 的 域 正 好 就 是 全 纯 
域 ,这 就 是 很 自然 的 了 . 

对 Ce 类 的 多 次 调和 函数 有 一 类 似 于 定理 2. 3. 3 中 所 说 对 次 
调和 函数 的 微分 性 质 , 即 我 们 有 : 

定理 2.3.4 (pD C CER v € C (D) 是 实 值 的 , 那 末 w € 
PS(D) 当 且 仅 当 4 的 复 Hessian 

Fu 


L.G) = 9) —-GWW,, 


<, 92a 
对 任 一 点 zE D, 在 C 都 是 半 定 正 的 . 
证 明 ”直接 计算 可 知 ,对 EC 和 a 十 加 ED 有 
(2. 3. 9) T its + Mio) = Las, w). 
9434 
由 定理 2. 3. 3 ua + àw) 对 是 次 调和 的 当 且 仅 当 (2. 3. 9) 的 左 端 
是 非 负 的 . 
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定理 2.3.5 fk oCccmSDCC RXB.XF: D — 9 E: 
EAA IBR u e F E PS(D), 如 果 u E PS(9) f) c“ (9). 


WEB]. — Bri PERI Lelu ° Fw) = Leo lu; F Ca)w). 然后 引用 
定理 2.3. 4. 


$2.4 Leif WERC 光滑 边界 ) 


Cartan-Thullen 定理 用 全 纯 凸 性 来 刻 划 全 纯 域 ,但 全 纯 凸 性 是 
不 容易 判定 的 ,人 们 自然 会 想到 全 纯 域 能 否 用 边界 的 某 种 凸 性 来 
刻 划 . 我 们 先 考察 一 下 在 n' 中 欧 氏 凸 域 的 边界 是 如 何 描述 的 

设 区 域 DC R HFE 0D J& C'^ 光滑 的 . 对 点 zE 9D, 作 适当 的 
坐标 变换 ,将 z 点 变 为 原点 0, 在 这 点 切 平面 为 z, = 0, 这 时 在 0 点 
附近 ,D 可 以 定义 为 . 


(2.4.1) D = { (21ra) E R plti, yta) 


= f(zu | sss sT) — xz, < 01. 
于 是 区 域 了 在 0 RIBUS EAE fr T 


(2. 4. 2) (zx MPO = 0, 
在 0 点 附近 严格 凸 就 等 价 于 


zf 
(2.4.3) [== 


J >o, 
1<;j.k<x—1 


由 于 函数 了 在 =a = O bA = 3 


0 
=01<j<n-1 m. =- 1, 故 在 0 点 切 平面 上 的 所 有 向 量 
都 可 表示 为 (，,…,6.1,0), 这 时 在 0 点 的 切 平面 方程 为 


(2. 4. 4) EE 
i=1 z 
于 是 (2. 4.2), (2. 4.3) 式 也 等 价 于 矩阵 
Fp 
(2.4.5) (2) -— 
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Var Saa. 


在 0 点 的 切 平面 上 为 半 正 定 或 正定 - 
在 一 般 情 形 , 若 域 D 的 定义 函数 为 p, 即 D = (z: pG) < 0), 
则 D 在 z € 30D 是 凸 ( 或 严格 凸 ) ,就 表示 和 矩阵 
(2) 
JOTE | lSj tS 
对 z 点 的 切 平面 上 的 所 有 向 量 , 即 满足 
PE 
的 所 有 向 量 (6,… 2.) 为 半 正 定 ( 或 正定 ). 
容易 验证 ,这 种 凸 性 在 线性 变换 下 是 不 变 的 ,但 在 全 纯 坐 标 变 
换 下 不 再 保持 . 
1910 年 E. E. Levi RRRA CO 光滑 边界 的 全 纯 域 满足 上 述 复 
形式 下 的 类 似 形式 , 即 有 : 
3EX 2. 4. 1(C? 光滑 边界 拟 凸 域 ) 设 DCC' 为 一 区 域 ,* € 
9D, 若 存在 ?的 一 个 邻 域 0 与 一 个 定义 在 "上 的 实 值 C” 光滑 函数 
9p, 使 得 
IDD (Y U = (z € U: p) < 0). 
I )dp(2) Z 0, 


DYES Ges) ec Xue = 0 
都 有 
Q.46 mD = DRE | 4 z 0C 0,60, 


则 称 2D ZE j z^ EMN CR ELO 的 如 果 əp 上 每 一 点 都 是 拟 凸 的 
( 强 拟 凸 的 ), 则 也 称 为 拟 凸 域 ( 强 拟 凸 域 ). 
(2. 4. 6) 所 定义 的 Hermitian 形式 L: (gp,£) 称 为 Levi 形式 或 
CO 光滑 函数 在 点 2? 的 复 Hessian ,条件 RO 称 为 Levi 条件, 在 条 件 
(2.4.6) FCO 光滑 函数 gp 是 一 多 次 调和 函数 (定理 2.3.4) ,所 以 
Levi 凸 性 在 全 纯 坐 标 变换 下 是 不 变 的 (定理 2. 3. 5). 
.51. 


我 们 可 以 证 明 上 述 定义 中 函数 9 的 选取 是 有 一 定 程度 的 任意 
性 的 . 对 9 的 不 同 选择 ,只 要 它们 满足 定义 中 的 条 件 1) 和 1), 对 
拟 凸 性 和 强拆 丁 性 没有 影响 .为 此 我 们 先 证 明 . 

引 理 2.4.1 DC COS OR TE OD JE C 光滑 的 ,为 
FRUN DAO s SU ERREX 2 4 1 中 条 件 D, ) 的 
SARRIEU Eo tts IER TIGRE BERE 9 m h v 

证 明 ”我 们 只 要 求 对 Y 2 EUN 9p 存 在 邻 域 V C CD 在 
V EGER IG RE E pl. m 1 ° GLO 即 可 .因为 tp 天 0, 不 
妨 假定 总。 0, 于 是 由 隐 画 数 存 在 定理 ,存在 z 的 一 个 领域 2， 
唯一 地 解 出 


Ty = O72 Ta Ys ye 
jË n < onm Zoo) 对 应 着 yp 二 0, 作 坐标 变换 0: 
u) = m or Z. ito.) 
u, = x? 
(2.4. 7) 
s = 


于 是 函数 p Quo) = p° 07 Q0) 5j $ Quo) =  * 07 Q) TE ut = 
$^) 的 某 个 领域 W 内 是 二 次 可 微 的 ,不 失 一 般 性 ,假定 w= 0,W 
为 适当 大 的 一 个 凸 域 .定义 


! ap 
hy Cus yt uu yat) = | = Ct, juo n 0) dt, 
o Bu 


Y 2) 
hy Cu, a vy tttm) = | ERT 
° 1 
yu 
1 
uy s uuu tmm) = j E Cin yiye d Gut 
0 1 


= p Grus, ts) 


Cep usse) = 0) 
bd 


即 
p= hyu. 
同 理 


p= hu. 


因为 pl s 0 dolo + O, HELTE O AWRA TRA TE E Ra 
+ 0, A ifii ERR h fll h E 0 REAR UU TP 0, AE 
1 一 健在 0 点 的 某 个 领域 内 可 微 ,从 而 — e oe 2 IRR 
内 可 微 .于 是 
h(z) * (2) = Q ° @-1) ° @(z) * (@ ° 07) ° dz) 

= h° @(2) * ye @(2) 

= (h. y) ° D2) 

OS o0) 

» 

= p @(z) = p(z). 

至 于 4 在 9D 上 为 正 这 一 点 ,可 以 从 dp 三 h * dy + y dh BH di tc 
aD 上 看 出 ,这 时 dp = h - dy ilii dp Æ 0.dy Æ 0 BAT & ze 0, (ELE DP 
oH p E|, x h — 0. 口 

定理 2.4.1 GdGDCCONRSC?JGOBIXDABESSZSCoD, 
U 是 z* 的 一 个 邻 域 . 设 p,y 是 UU 上 的 二 个 满足 定义 2.4.1 中 的 条 件 
1), D) 的 函数 , 那 末 若 o 满足 Levi 条 件 , 则 ?是 满足 Levi 条 件 . 

证 明 ”由 引 理 2.4.1, 我 们 可 以 找到 正 的 二 次 可 微 函数 4 使 p 
=r pEr D B -6 = 0 RE 2 
Bi AG) 天 0, 所 以 立 zu 二 0, 经 计算 我 们 有 
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A a7 x aon 


> Fp s-2(Xz 9h OP ag 9 dh 


dh 7 9h 
=) Za. » Bs + ERR 


iii je 
+i. D a+: D -ŽE eh, 
^* gzjdzx jt dz,92x 

Bi Go 50 BOXE 38 790 0, XE E 9D, VG?) 二 0, 最 后 
一 项 也 消失 , WE 2° ,h > 0, DUC o 5; v BJ Levi ESSI] , X REA 
了 定理 的 结论 . 口 

从 定理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,区 域 了 在 点 za 的 拟 凸 或 强 拟 吓 
的 定义 以 及 定义 函数 的 选取 无 关 这 一 事实 ,是 依赖 于 定义 函数 o 
fE s, z^ BJ S£ Hessian 限制 在 点 之 的 复 切 平面 时 的 半 正 定 与 正定 ,如 
无 这 种 限制 , 拟 凸 与 否 将 不 能 保持 与 定义 函数 的 选取 无 关 , 但 是 在 
强 拟 西 的 情况 ,我 们 却 总 可 以 选取 一 个 适当 的 定义 函数 , 它 的 复 
Hessian 对 任意 非 零 的 5 = (5.60 € c 都 是 正定 的 . 

定理 2.4.2 DC C' 在 2 点 强 拟 凸 , 则 在 2 的 某 个 邻 域内 
存在 定义 函数 9, 使 

D EREE > 0,V (6,74 €c. 
it Ozjdzx 

WEB] 设 p 是 D 在 sz? 点 的 某 个 邻 域内 的 定义 函数 , 它 在 ?点 
的 复 切 平面 上 是 正定 的 ,显然 对 任意 的 正 实数 a,e” 一 1 也 是 D 在 
妈 的 定义 函数 ,我 们 的 目的 是 选取 适当 的 a, 使 p= 二 e" — 1 满足 定 
理 的 条 件 . 由 于 

SEDE; or| 5 z, 


j.t  Qzjdzk 


现 考虑 "的 单位 球面 5 一 (EC: Nnm 1, 对 任 一 5E s. 


2 
+ ae” p» 2p 


j.*0zzy 


£4 
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按 下 述 方法 找 一 上 在 8 的 开 邻 域 ; 
2 


Lei DO P Gos = o Hd He 3] M5 


0, 存 在 一 邻 域内 ,使 Se U BE DV] E GOES > 0, 
Dzi9zk 


I) 如 5 满足 ES, v 0, 则 可 找到 的 足够 小 邻 域 U， 
使 se UL BE Y) GO Z 0. fi 


] 
a, = max| 1, sup |í 一 us 2 | 
ten iM $e»sr | 
DPI TENTI 
y2ze-Doz- 


92,02 x A 
3 va i 2 yd 
wt 2; dec», + 22 £ (P) 86 
> arfa 


] * 
zz ] 


~ |: E -- 
5 OTA +y 2 G 
e 32,92, 


> ae” 


3 Pena 0. 
由 于 5* 是 紧 的 , 故 存在 有 限 个 Ca，…D。 盖 住 8 , 取 
n3 Es = 0, 


a = 并 令 
ae EL go 
NE 
则 对 任何 <“E S ,都 有 
$3 iege > 0, 


923Z: 
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4 o = e” 一 1, 即 得 所 证 . 

下 面 的 定理 表明 强 拟 凸 是 在 全 纯 坐 标 变换 下 的 欧 氏 凸 . 

定理 2.4.3 假设 DCC' 是 区 域 ,D 在 点 zaE 3aD 是 强 拟 凸 的 ， 
那 末 存 在 一 全 纯 坐 标 系 ,使 9D 对 新 坐标 系 而 言 是 强 欧 氏 凸 的 . 

证 明 iZ D ZE 2 RE OUR o. BI fF fE 2 HYI UC, 
fi p U GD = (z€ € : p2) 过 0), 不 失 一 般 性 ,可 设 * 为 原点 ， 
并 且 w 就 是 定理 2.4.2 中 的 定义 函数 ,如 果 在 原点 0 附近 按 实 坐标 
Gn 7 zo) 展开 p, 

pn 2 (s, + = e P- (Oyan + OC] D 


j 


那 末 aD 在 原点 0 IREK S uti narta 9.00 } > 0. me 
复 坐标 = 展开 eU 


e= S: Poz i > woz + 3 +> 和 A ++ > 
I z, 


EE (ZA + t2 == Ozz + 02l’. 


由 定理 2. 4. T— e) 上 式 有 端的 可 DI (eA 
>o. panan E HT EHE Gne) 使 
x. < (Qr, 一 0, 这 时 当然 也 有 


xs uj = 0, 


则 定理 的 结论 就 已 证 明 . 为 此 首先 对 坐标 (2 nn zo 施行 一 线性 变 
换 (新 的 坐标 仍 记 为 (21,…,z)) ,使 


eo) = 1,22(0) = Q.V j>1. 
Oz1 8z, 
再 作 全 纯 变 换 
(a = n 十 T D anean ns 待定 
4 a.p 


Isai 
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由 于 2» 5 Pp Iza az | > Ip Pza 


9w;dw, oes Izai P Bwj dw, c Iza dw,dw, 

2 Fp 
因此 G O rs x ?-(0)5,05 十 ax E RES 
如 取 

Pp Pp " 
as Iaa V Woar O 0, 同时 也 就 有 让 多 (0) 一 0, 这 
时 
s= > Zom D SP Ow, 4 x HN Own + del), 

— w, 

对 = ng. 
时 新 坐标 系 Gm t n). 二 次 项 只 ax aoga, 《0) wd, 这 时 强 拟 凸 
和 强 欧 氏 凸 一 致 . 


下 面 将 要 证 明 具 Ce 光滑 边界 的 全 纯 域 是 拟 凸 域 . 根据 
Cartan-Thullen 定理 ,全 纯 域 就 是 全 纯 凸 域 . 但 是 要 判别 一 域 D 的 全 
纯 凸 性 时 ,必须 对 紧 集 K CC D, 找 出 它 的 全 纯 凸 包 尺 , 这 事 并 不 
容易 ,为 此 我 们 常 选用 一 特殊 的 紧 集 K, 例 如 , 设 入 是 C0! 平面 上 的 
圆 盘 ,考虑 一 族 映射 . 

p A> D, r= 1,2,….%w 在 人 上 连续 ,在 人 全 纯 .我 们 就 取 

= Ú e GA. 我们 有 下 面 的 

定义 2. 4. 2( 圆 盘 性 质 ) 我 们 称 C* 中 的 域 具有 圈 盘 性 质 ,如 
果 对 C 中 的 圆 盘 人 ,存在 一 簇 映 射 - 

p: AD, = 1,2, dE A EXER E A 全 纯 , 使 得 当 
Üe.GA) CCD 时 就 有 Up.(A) CC p. 

定理 2.4.4. 车 DCc' 为 全 纯 域 , 则 D 具 有 圆 盘 性 质 . 

证 明 iz lo.) 为 圆 盘 性 质 定义 中 的 一 族 映 射 . 取 K = 
TwC3SJ, 设 D 为 全 纯 域 ,因而 全 纯 凸 ,由 此 可 证 明 . Up CA C K 
CC D. 


因为 对 任何 fE 4(D),z € e. CAD 由 极 大 值 原理 可 知 . 
. 57» 


IF| = if ° e CA) | < sup|f pA) 
< sup us FOIT = sup| f) | 


于 刀 是 全 纯 凸 , 久 中 的 任何 点 都 满足 上 述 不 等 式 ,所 以 Uw(A) 
CKÉKCC p. É 
定理 2.4.5 i DC C EROR CO HAUR HEA, NDE 
拟 凸 域 . 
证 明 ”证 明 采 用 反 证 法 , 设 p 为 D 的 定义 函数 ,假定 存在 2 € 
9D 及 名 二 (Gs e 使 
(2.4.8) Y ona =0,D OLT «o 
即 DREM 则 可 证 明 这 时 D 不 能 具有 圆 盘 性 质 ,和 Db 是 全 纯 
域 的 假设 相 矛 盾 . 下 面 证 明 这 一 点 . 
由 于 9D 是 光滑 的 , 即 p(z) 关 0, 不 妨 设 总 (z*) 取 0, 作 全 纯 映 
射 mw:C — C", 
(2.4.9) ple) = 2 — a + 668 + Cad, 0,1,0), 


a: 某 个 复 常数 ,其 中 4° 是 9D 在 点 2 € 30 的 外 法 线 .*,5 是 适当 小 
的 正 数 . 

证 明 分 三 步 : 

1 ) 适当 选取 a 可 以 使 

一 n+ GP + UO .0,,0) € DO EI 


Bp eG) = plp (A) < 0, 
亦 即 9A) C D. 


d 2 + n = pG) € D, J o E z^ BJ Taylor 展开 为 
oc + = 3 Soo + Y eon, 


1 PP ea pA Fp (wl 
+ 22) Jaaa wn 4 »» Gn 


2 c4 da 


。58 。 


+ br E X Gn 十 (三 次 项 以 上 ). 

由 于 
n= En + ag + (aó22,0,---.,0), FELA 

本 ^ 3p, 67 
9G) 一 一 2R. > Eeo at) 

4 2Re( > Eos) + 2Re R aape 

£4 “1 

+ Re 人 > XE cosa as: 

+5 agai) + 0 leS). 
命 

2 
Re 人 DESI 


(2.4.10) a i 
2Re 29 (2j 
dz 


WEF Pee = 0, 故 


G1) (2) =— 2 FRe( > arca) 


+ ( ES 3s CO 816 + oc le p. 
按 假定 (2. 4.8), DEORE MFO Reli 


MEI ESE eim Ref 52 a, x ERROUR e REUS, 
可 使 当 0 过 16| <1 时 有 — 
p(9.(6)) = 9G CA)) <0, 
亦 即 pA) C D. 
1) 再 证 je. CD) CC p. 
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因为 若 命 
(2. 4.12) 9, (6) = 2° + bé? + (ab262,0,…, 0), 0 一 5 二 1, 则 对 满足 
(2. 4.10) ff] a, EH 9. (C) C D,0 < ¿ < ABIRE. 
g@.(9D) C D 
当 取 5 充 份 小 时 , 必 可 使 
gu(aD) CC D, 
故 存在 pD) 的 一 个 闭 邻 域 丰 CD, 使 当 * 充 份 小 时 


v. GA) 一 mw(a )- «4 Cw C p. 


故 有 
Üe.GA) CC p 
HM) 由 (2. 4.9) Al limw,(0) = z°. 


# 2 € Uo Ail? € 9D, 这 就 不 可 能 使 Üec» CCD 所 以 
D 不 具 圆 盘 性 质 ,这 就 和 假设 p 是 全 纯 域 蔬 盾 . UT 


$25 多 次 调和 凸 性 EMAR 


上 一 节 讨 论 的 是 具有 cO 光滑 边界 的 拟 凸 域 , 本 节 将 拟 凸 域 
的 定义 拓 广 ,使 它 包 括 边 界 不 光滑 的 区 域 . 为 此 先 证 明 . 

定理 2.5.1 设 DCC" 为 区 域 ,具有 圆 盘 性 质 , 则 一 logó; (z) 
在 D 上 是 多 次 调和 的 . 

WEB] ”采用 反 证 法 . 设 在 D 上 — logó) 不 是 多 次 调和 的 ,不 
妨 设 在 0E D 不 是 多 次 调和 的 , 则 存在 一 条 复线 wC' 使 — logon CO 
在 这 条 复线 上 不 是 次 调和 的 . 

:不 失 一 般 性 ,假设 2 一 (1,0,…,0) ,于 是 对 充 份 小 的 > 之 0, 有 


— gos (0) > d [^ — logis re^, 0, O46. 
22jo 


。60 。 


按 次 调和 函数 的 定义 2. 3. 1 ,可知 存在 调和 函数 &Kz ) ,使 
h(re”) 2» — logópy(re”,0,--+,0) 
h(0) <— logó,(0). 

d g k h BATUR EE PRÉC 9 (0). = 0, 作 全 纯 映 射 . 

(1 + ga) = Ga ,0,,0) + te P0) HDI e > 0. 
其 中 0 过 1 过 1,6 = ¿/|£|,£ = (G2) € 3D. 并 设 以 o 为 心 ， 
151 为 半径 的 球 BO. ISD CD, 显 然 El = 55(0). 于 是 对 任何 €E 
[0,1] 

| CL + eO gu Cre?) — g (re) | < e^? < ópCre",0,*-,0), 
这 表示 全 纯 映 射 序列 的 象 点 (1 + eO gu Cre) 和 象 点 gu Cre?) 间距 
离 , 对 任意 的 0 二 tt 过 1, 都 小 于 D 中 点 (re*,0,…,0) 到 边界 2D 的 
距离 . 这 也 就 说 明 

a + Dp): A—D, 
U (1 + e09 (2A) CC D, 

由 于 假设 — logo, CO TE 0 € D 不 是 多 次 调和 的 ,下 面 只 要 说 明 
在 点 0 € 7 不 满足 圆 盘 性 质 就 行 了 . 

由 于 

1A + ep0) — gol0)| = te", 
如 取 te“ e S0) < 1.9 
1(1 + 09 (0) — gu (0) | = ó,(0) = dist(0,C*ND) 

因为 (1 十 Dp) BJ Jy 8] 38 £s do e — 0 时 ,(1 十 sw(0) = 
mw(0) € 3D, 这 时 不 可 能 有 U G + 60g CAD CC D.E DRAA 
盘 性 质 矛 盾 . i 

根据 定理 2. 4. 4 全 纯 域 D 具 有 圆 盘 性 质 ,而 再 根据 定理 2. 5. 1 
则 一 logó,(z) 在 全 纯 域 D 上 是 多 次 调和 的 . 同时 ,我 们 还 可 注意 
到 ,车 Dp 为 有 界 域 , 则 当 z 一 3D 时 , — logó (2) >+ eo E DRAR 


域 , 则 > ) 4s|? 一 1og5(z), 当 z 一 9D 时 ,也 趋 于 十 00. 所 以 函数 一 
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logó, Cz) 有 特殊 的 函数 论 意义 . 为 了 进一步 讨论 ,我 们 先 介绍 
定义 2.5.1 设 DCC 为 区 域 ,p 为 D 上 的 一 个 多 次 调和 函 
数 , 若 对 每 一 个 实数 C, 点 集 {z € D: gG) < C) CCD, 则 称 p 是 D 
上 的 一 个 多 次 调和 穷竭 函数 . 如 果 9 还 是 强 多 次 调和 的 , 则 称 p 为 
强 多 次 调和 穷竭 函数 . 
当 D 有 界 且 具有 圆 盘 性 质 时 , — logd CO 就 是 D 上 的 一 个 多 次 
调和 穷竭 函数 ,而 且 是 连续 的 . 
定义 2.5.2( 多 次 调和 凸 ) ”一 区 域 DC C" 称 为 多 次 调和 凸 的 
(= PS 一 凸 ) ,如 果 对 每 一 紧 集 K CC 0, 它 的 多 次 调和 凸 包 
Rn = (z € D : u(z) < supu,V u € ps(D)) 
TE D 中 是 相对 紧 的 . 
定理 2.5.2 如果 DCwcC' 是 全 纯 域 , 则 D 是 多 次 调和 凸 的 . 
证 明 SfE 4(D), 则 |f| € PS(D), 因 此 对 每 一 紧 集 K 
CCD 有 
z € pm u(z) <supu, V u € ps(D) 
= |f(z)| s suplfl V f € AO») 
=z € K. 
故 Ko; S Ê CC D, sgXRBÍBUE. D] 
定理 2.5.3  duDC c kW, J D RARER. 
证 明 ” 设 圆 盘 性 质 定义 中 映射 族 为 
p: A> D,p, € AD) N CCAD v = 1,2, 
fb K = Up A) CC D. IER u E PSCD) ,由 于 x。%, 是 次 调和 的 ， 
由 次 调和 函数 的 极 大 值 原理 ,对 zE CAD 有 
u(z) = u ° g,( Á.) < supu ° S, CIA) 
< e $20» 


Bo. CAD C Ku Ue. (A) C Ko CC D. 


。62 。 


最 后 一 个 式 子 是 由 于 D 是 多 次 调和 凸 的 . 所 以 D 具 有 圆 盘 性 质 . 
定理 2.5.4 设 D 是 C" 中 的 域 ,以 下 三 个 条 件 是 等 价 的 : 
(1) 一 logs (2) 在 了 中 是 多 次 调和 的 . 

(I) 在 D 上 存在 一 个 连续 的 多 次 调和 穷竭 函数 . 

(下 )D 是 多 次 调和 凸 的 . 

证 明 (109 CDD. ART lal? — logs (2) 就 是 D 上 的 一 个 
连续 的 多 次 调和 穷竭 函数 . 

(1)=CH),fh u € PSO) 为 D 上 的 连续 多 次 调和 穷竭 函数 ， 
WME KCC DERK, M C= maxu < oo. SIE E Ko E u< c, 
AI Én C (2 € D: 4€) < €) CC D. BD p EZKIA eg. 

CE) 一 (1). 因 为 也 是 多 次 调和 凸 的 .由 定理 2. 5. 3, RAA 
盘 性 质 , 再 由 定理 2. 5. 1 知道 — logd C) (E D 是 多 次 调和 的 . 

定义 2. 5. 3( 一 般 拟 凸 域 ) DON Cr 中 的 域 , 满 足 定理 2.5. 
4 中 的 任 一 个 条 件 , 则 称 D 为 拟 凸 域 . 

定理 2.5.5 设 域 DCC" 为 定义 2. 5.3 中 的 拟 凸 域 , 当 且 仅 当 
六 具有 圆 盘 性 质 . 

WEB] ”定理 2. 5.4 中 的 三 个 条 件 是 等 价 的 ,我 们 只 对 条 件 
CI) 来 证 明 , 若 刀 具有 圆 盘 性 质 , 则 由 定理 2. 5. 1 知道 — logo» (z) 
在 D 中 是 多 次 调和 的 ,于 是 若 D 是 有 界 的 ,可 取 logon CO 为 多 次 
调和 穷竭 函数 , 因此 D 是 拟 凸 域 ;车 D 无 界 , 则 可 取 D lal = 


logs C) 为 多 次 调和 穷竭 函数 ,因此 p REEL PR 

反之 ,车 D 为 拟 山 域 ,w 为 D 上 的 一 个 连续 多 次 调和 穷竭 函数 ， 
lp) JELEMA A 上 的 一 族 映射 ,w(A) C D, U e. (D) CC 
D, 则 存在 常数 C, 使 得 在 U v. COD) E u < C, 由 多 次 调和 函数 的 最 
大 模 原 理 , 可 知 在 U w(A) E x< C. BUE U e CA) CCD, 从 而 
刀具 有 圆 盘 性 质 . 
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由 定理 2. 4. 4 和 定理 2.5. 5 立 得 

定理 2.5.6 设 DCC 是 全 纯 域 , 则 D 是 拟 是 域 ( 按 定义 2.5. 
3) 

定理 2. 5.7 若 域 ?CC 具有 C'” 光 滑 边界 , 则 拟 凸 域 的 定义 
2. 4. 1 和 定义 2. 5. 3 等 价 . 

证 明 (I) 定义 2.5.3=> EX 2. 4.1: 

按 定义 2.5.3 一 log6,(z) 是 D 上 的 多 次 调和 函数 , 且 在 接近 3D 
的 点 zE D, 它 是 C2 的 ,于 是 对 接近 3D 的 点 2 € D, 


ZC o») -| 1 ó , ! r4 
IS Ön Jzdzn ' Ób 92 IZ | ia 


32,02, 
取 
(— ón(z) ZED 
(2.5.1) 7(2) 一 <0 2€ 3D 
lastez, a0) z€ CND 


作为 也 的 定义 函数 ,对 接近 9D 的 点 a € D, 有 
Fr lr 
[Z= = E z) = 0: 
EXE) Ze = 0, 则 有 


N^ Lr 


一 zz 
命 2 一 9D, 即 知 D 满足 定 义 2. 4. 1. 
CE) 定义 2.4.1 过 定义 2.5.3; 
取 (2.5.1) D 7(z) 为 D 的 定义 函数 , 按 定义 2. 4.1 有 


&20. Dx &,— 0,z € 3D. 


Ws z 充 份 接近 ƏD BF, — logó, C2) È C? 光滑 的 ,而 且 是 多 次 调和 
的 ,如 若 不 然 , 则 对 充 份 接近 3D 的 点 zE D. o € 0", 在 + 一 0 时 ， 
有 


£420 


pee š, 


C= — ios (z + ro)|, = 0> 0.r EC. 
Ərər 


。64 。 


现在 = 点 展开 logó,(z + to): 
(2.5.2) logó,(z + ro) = logó,(z) 十 Re(At + Bc?) 
十 Clr|: + 0(||2),C > 0,7 0. 

其 中 4 与 3 是 常数 , 取 e 为 点 :到 30 的 距离 为 最 短 的 那个 向 量 , 即 
z4d-a€ aD, |a| = ó,(z). EXHAR 
(2.5.3) z(t) = z 十 ro 十 aeta, 
H 2. 5.2) 
(2.5.4) go(z + ro) >> Jette Je? 8,2) bo(z) = al. 
3⁄ z + to € D, 对 (2.5.3) (2. 5. 40 应 用 三 角 不 等 式 , 我 们 有 
(2.5.5) bn(z(r)) 之 io(z 十 ro) — lal le^?" | 

zojett" aC? — 1). 
B r= 0 以 外 ,都 有 5o(z(7)) > 0, 此 即 表 示 存 在 一 实数 7 二 0, 
当 |+] < 7 时 ,除了 z(0) € 3aD 以 外 ,其 余 的 =(r) 都 属于 D, 所 以 
z(r) 在 :(0) 处 切 于 3D. 

因为 


"5 GG) S lal HE Ar Be Odri (lelt + 01715 
2l. 


所 以 


E 
a GOD bn > lal > 0. 


现在 点 (0) € 3D 的 附近 , 取 定 义 函 数 为 


(— o») z€ D 
7(z) = 40 |z € 3D 
dist(z,9D) z€ cp 
则 
2 d 2 5 PLEO) A, I 
xe l (z(7))| :0 = >, C ay rr »" > 0 
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m 了 <, Zs, = ORO sCO 在 :(0) 处 切 于 ap)， 
Xeno o) 为 复 直 线 的 第 j 个 分 其 ,这 与 " 为 定义 
2. 4. 1 中 拟 凸 域 的 定义 函数 矛盾 . 

注 : 拟 凸 域 的 定义 2. 4. 1 要 求 边界 是 Ce 光滑 的 ,比较 直观 , 容 
易 计 算 ; 拟 西 域 的 定义 2. 5. 3 则 对 边界 的 光滑 性 没有 要 求 ,容易 拓 
广 到 复 流 形 上 去 . 


$2.6 Levi 问 题 ”逼近 定理 


2.6.1 Levi 问题 

定理 2. 4. 5 和 定理 2. 5. 6 我 们 证 明了 全 纯 域 是 拟 凸 域 , 这 个 
定理 的 逆 定 理 是 : 拟 凸 域 是 不 是 全 纯 域 ?这 就 是 著名 的 Levi 问题 ， 
这 是 1911 年 E. E. Levi[ 1911] 提出 来 的 ,他 在 这 篇 论文 中 得 到 这 个 
问题 的 局 部 解答 , 即 证 明了 :如 果 D 是 强 拟 凸 的 , 那 末 对 每 一 点 P 
€ aD RA A AU ERU 门 D 是 一 ( 弱 ) 全 纯 域 . 他 在 这 篇 论文 
中 还 得 出 了 要 得 到 整体 结果 的 主要 困难 是 必须 找到 一 个 在 D 全 纯 
的 函数 ,这 个 全 纯 函 数 在 4 € aD 是 完全 奇异 的 ( 即 边界 9D 上 的 点 
都 是 它 的 奇 点 ), 而 不 是 仅仅 找 一 个 在 6E€ anf asco N D 上 的 全 
纯 函 数 ,也 就 是 这 个 著名 的 Levi 问题 要 构造 具有 某 些 特殊 局 部 性 
质 的 整体 全 纯 函 数 ,这 种 问题 在 复 分 析 中 是 最 为 困难 的 . 

Levi 问题 最 早 由 K. O,, 在 1942 年 解决 了 C 的 情形 (K. 
Oka[1984] 论文 集 的 第 Vi 篇 ) ,任意 维 的 情形 是 在 1950 年 代 初 由 
K. Oka( K. Oka[1984] 论 文集 的 第 N 篇 ),H. Bermermann[ 1954],F. 
Norguet[1954] 等 人 分 别 独立 解决 的 ,C" 中 的 Levi 问题 和 以 后 在 更 
抽象 的 空间 中 的 Levi 问题 的 解决 ,导致 发 展 了 许多 有 效 的 方法 , 例 
如 多 重 次 调和 函数 ,全 纯 函 数 局 部 环 的 代数 “凝聚 理论 ”, 凝 聚 层 的 
上 同调 理论 和 非 齐 次 Cauchy-Riemann 方程 的 整体 解 和 估计 , 复 流 

G6 


形 上 的 Levi 问题 是 由 H. Grauert 在 1958 年 用 层 论 方法 解决 的 (H. 
Grauert[ 19581). 复 空间 上 的 Levi 问题 是 R. Narasimhan 在 1962 年 
fü Ut 的 (R.Narasimhan[ 1962]). 60 年 代 中 期 ,J.J.Kohn,A. 
Andreotti, E. Vesentini, 及 L. Hormander (L. Hormander[ 1965] 
[1973]) 等 用 2 一 算 子 的 12 估计 简单 地 解决 了 Levi 问题 .70 年 代 
初 产生 了 非 齐 Canchy-Riemann 方程 的 积分 表示 理论 后 ,C" 空间 的 
Levi 问题 又 可 以 用 积分 表示 的 方法 来 解决 (G. M. Henkin and J. 
Leiterer[ 1983] 和 R. M. Range[ 1986]). 


2.62 BERB ”在 此 我 们 证 明 一 个 拟 凸 域 用 一 列强 拟 凸 
域 来 通 近 的 定理 2. 6. 1, 有 了 这 个 定理 和 全 纯 域 可 用 一 列 全 纯 域 
逼近 的 定理 2. 2. 7,Levi 问题 就 只 要 对 强 拟 凸 域 来 解 就 行 了 . 为 此 
证 明 几 个 引 理 . 

引 理 2.6.1 i o bk D O 上 的 连续 多 次 调和 函数 , 则 存 
在 一 列 光滑 的 强 多 次 调和 函数 {p) ,p. € Cr 在 D 的 任 一 紧 集 上 单 
调 下 降 地 一 至 收敛 于 o. 

证 明 dre crc busto =Q. Jan==1， 


H supp£ C (z € €: X lal? < 1). @ e> 0,0, = (z € D: ól) 


J = 1 


> s). Xj z € 六 ,定义 函数 


(2.6.1) pe) = [oc — ep f Mdv, 
Dp 是 C" 是 多 次 调和 函数 
因为 


(2.6.2) Kz) = | ec ep fdr, aoc E Sans 

=m) = ë), 

HT SECC, BR pO 是 C 函数 , 取 复 线 : + ac. WI 
.67- 


2 m 
z f q. Cz + are^)d0 = 


1 x 
az. [oe + are — reo ` 


> [eG — mtays, GR o D t EC RI 
函数 ) 
= p2). 
此 即 表示 v. CO 是 多 次 调和 函数 . 
I)9.) M e — 0 时 是 单调 下 降 函 数 
TE PRÉC 
26.3) (= | o — antin = a [oo 5 ne 
z— an = 6), 
其 中 ae c, 4 a= e It, H g(a) = g(e) 一 Pr(z) 和 上 面 证 明 (z) 
是 多 次 调和 时 一 样 ,容易 验证 明 对 固定 的 z, (a) Jë a BJ WK MIPS 
数 ,因此 
9G) = plz) = 9(0) < Ef see a], (o? 


= gle) = 9 C2. 


由 次 调和 函数 的 最 大 值 原理 ,除非 9 是 常数 ,9(e) 即 POPE 
TFH. 


H ) 取 
(2.6.4) pr be Tite t: 
FAME Z) 0.819) WAHT C7 强 多 次 调和 函数 


34 d D SAKAT p, ih Dini EAE AE D. E TEL ki 9k T p. 
[m 
. 68- 


引 理 2. 6. 2(Sard 定理 ) WMR f: D— R! RE C 函数 , 那 末 点 
集 4= {z € D: df 二 0) 的 象 集 f(4) ER 中 的 测度 为 零 . 
证 明 参 见 R. Narasimhan[ 1973] Š 1. 4. 


定理 2.6.1 DC C JO Pic UU FE e ARMAR (D, ) 
D; C Djs j = 2e {Ë p= Üp, 

证 明 ”由 于 了 是 拟 凸 域 ,由 定理 2. 5.5,D 具 有 圆 盘 性 质 ,再 由 
定理 2.5.1. 一 logó,(z) Æ D 上 的 连续 多 次 调和 函数 , 显然 一 
log6o(2) + > |z; P RE p E 3E E 02258 83k 3009 o, i 
io.) 为 引 理 2. 6. 1 中 的 函数 列 . 

记 D= (z€ D: pe) < j). We EA ERED a 上 成 立 . 
(2.6.4) d mE 
H Sard 定理 ,存在 实数 CE [j + io + i 使 得 在 每 个 满足 
9, C) = C, fJ N z, dp, (z) 2 0. FE p, = p, — C, 可 作为 开 集 
(2.6.5) D; = (z€ Da * p, < 0) 

的 定义 函数 ,因为 p, 是 光滑 的 强 多 次 调和 函数 ， B dp,(z) = 
dp, (2) + 0, 所 以 D, 是 强 拟 凸 的 ,并 有 

(2.6.6) D'; C DC D'a. 

重复 这 个 步骤 ,并 取 相 应 的 一 个 连通 分 支 仍 保持 从 属 关 系 (2. 6. 
6) ,就 得 到 一 列强 拟 凸 域 {D,},D, C D;+1, 并 且 有 D = Üp. u 
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第 三 章 ”微分 形式 和 Hermite 几何 


多 复 变 数 所 在 的 空间 是 高 维 空间 ,所 以 多 复数 研究 的 对 象 必 
然 是 流 形 . 本 章 第 一 节 介 绍 实 微分 流 形 上 的 微 积 分 ,首先 介绍 微分 
流 形 的 概念 , 切 空间 和 余 切 空间 ,微分 形式 和 外 微分 运算 及 流 形 的 
定向 ,最 后 介绍 外 微分 式 的 积分 和 Stokes 公式 ,这 些 内 容 是 C" 空间 
和 复 流 形 上 的 复 分 析 的 基础 . 第 二 节 介 绍 流 形 的 前 分 和 deRham 上 
同调 群 . 本 章 第 三 节 介绍 Hermite 几何 ,首先 介绍 复 流 形 的 概念 , 复 
结构 , 复 向 量 从 上 的 连 络 然后 介绍 Hermite 流 形 和 Kahler 流 形 ,这 
些 内 容 是 复 流 形 上 的 复 分 析 的 基础 . 


$3.1. 实 微分 流 形 上 的 微 积分 


3.1.1 微分 流 形 

定义 3.1.1 (微分 流 形 ) 一 个 C% ,1 < k < co ,类 的 " 维 微分 
流 形 M, 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 , 它 具 有 一 由 配对 (Wi,p) 组 成 
的 C? 类 坐标 卡 (atlas) 集 .x = Up) i € 7), 其 中 UC M 是 开 
的 ,pi: Ui 一 p (U) 是 一 个 到 Pr 的 开 子 集 上 的 同 胚 ,满足 下 列 条 件 
(3.1. D MU U; 
(3. 1,2) p ° @; ! pl, NEUD — pE NU) 
是 所 的 开 子 集 间 的 C® 映射 .对 所 有 ij)E I MU, NAUA D. R 
H (3. 1.2) 可 知 p ° oc! BI p, ° p; ' 也 是 C% 类 的 ,因此 p p 
的 Jacobi 矩阵 在 每 一 点 zE mw( N UD BUE n 3⁄9 n x n E 
阵 . o, ° pr ' 叫做 相 邻 关系 或 局 部 坐标 变换 . 

RIU, p) 为 M 的 一 个 坐标 卡 或 坐标 邻 域 . 
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如 果 忆 是 已 中 的 一 点 , 那 末 w(z) E: m 中 的 一 点 ,所 以 eGo 是 由 
个 实数 组 成 的 数组 . 命 p(p) 的 第 ;i 个 坐标 为 x(z). 那 末 我 们 有 
9) = (z1(7),…z,(7)). 由 于 gp 是 连续 的 ,每 一 x, 是 定义 在 (上 的 
实 值 连续 函数 . 而且 由 于 9 是 1: 1 的 ,如 果 对 5 中 的 两 点 P,8 有 
z(p) — z(QUG — 1,72) IE P = Q. 也 就 是 ,i 中 的 点 ?是 由 实 
数组 (zi(z),…,z(z)) 决 定 的 . (z1(7),…,z,(7)) 称 为 U 中 的 点 P 关 
于 坐标 邻 域 (VU ,9) 的 局 部 坐标 ,又 0 上 的 函数 组 (z.…,z,) PRO QU, 
9) 上 的 局 部 坐标 系 . 也 就 是 我 们 有 : 

U RHA PAFU, PD 的 局 部 坐标 等 于 o 在 R 中 的 坐标 . 

我 们 用 形容 词 “局 部 ”来 表明 这 个 坐标 仅仅 定义 在 M 的 部 份 0 
ERAH MA R 的 一 个 开 集 同 胚 时 ,局 部 坐标 才 定 义 在 整个 M 
上 . 

我 们 称 上 述 C% 类 坐标 卡 集 A E X Hausdorff 空间 M 的 一 个 
CO 类 构造 . 显然 一 个 C% 类 坐标 卡 集 也 是 一 个 C% 类 坐标 卡 集 , 对 
任何 1 过/ 过 *; 因 此 一 个 Cm 类 流 形 自然 地 是 一 个 C" 类 流 形 ,1 < 
I< k. — C? 类 流 形 M( 具 有 坐标 卡 集 oo 的 任 一 开 集 D, 继 承 一 
由 坐标 卡 集 .em = (C N Dou) : i € D) ELH CH 类 流 形 的 
构造 . 

我 们 称 两 个 坐标 卡 (0,qme) 和 (1,qv) 是 Co — 相 容 的 ,如 果 
nv = D, RÉU NV = D 时 坐标 变换 函数 mw。9r 和 pv oc! 
都 是 C% 的 . 

A 称 为 极 大 的 ,对 于 MERDEER ,pw) ,如 果 它 与 
属于 -ez 的 每 一 个 坐标 卡 都 是 C" 一 相 容 的 ,那么 它 自身 必 属于 
A. 

为 方便 计 , 常 假设 微分 流 形 的 坐标 卡 集 oo 是 极 大 的 ,其 中 任 
意 两 个 从 坐标 卡 是 C 一 相 容 的 . 

EEM 上 确定 了 一 个 C” 一 微分 结构 , 则 简称 M 为 光滑 流 形 ， 
车 在 M 上 给 定 了 一 个 一 微分 结构 . 则 称 M 为 解析 流 形 . 
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例 1 FR 的 每 一 个 非 空 开 集 D( 包 括 I B CO d — B $ £ 
(D, po) 定义 的 z 维 C” 流 形 的 自然 结构 ,其 中 m : D 一 D 是 恒 同 映 
B. 
Bj2 MS zy — PH R: En doo TER CERIS 18910 A 
S! 以 R° 的 子 空间 的 拓扑 . 命 
U, = {P = (ry € S'|y > 0) 
Vi = (P = (ry € Sy < 0) 
Uz = (P = (2,4) € S'|z > 0) 
V, = (P = Ga) € S'|z < 0) 
IPR U: M V.E S! 3E 8 H U Ú U, U V, U V; = S! , fh ye 
AU MV RRE = {t| — 1<:1<1) 的 映射 ,它们 由 办 (z， 
y) = z,0 (2,4) = rus = gina) 二 y 给 出 ,映射 办 和 9p 是 
EKS. 因此 5! 是 一 1 维 拓扑 流 形 , 又 x = Uh Vip) i = 
1,2) 是 一 坐标 卡 集 . 现在 Y U, = {P= Gun € 5S']z,y 之 0), 因 
E pU N U.) (U, NUD 都 等 于 J = KEKI € J, 
我 们 有 fa GQ) = Gr (OO) = A — 002 fl fÚ (O = Gr (O) = 
G — £05 - fa CO #l fe CO fE 0 < t< 1 ROREM 2 DUIS E 
标 变换 也 是 解析 的 . 因此 5S! 是 一 解析 流 形 . 
类 似 地 可 以 证 明 
S = {r € RH |C)? ddr Gam 1) 
也 是 一 解析 流 形 . 
微分 流 形 上 定义 的 函数 ECO 类 微分 流 形 的 — TEN 
上 定义 的 函数 f, 即 对 每 一 点 PE NN, 对 应 有 一 实数 值 f(7). 如 入 是 
开 集 , 在 N 定义 的 函数 f(z) 称 为 Co , ( < k) 类 函数 ,如 果 M 的 坐 
标 邻 域 5 与 的 交 是 非 空 的 , 它 的 点 己 的 坐标 为 (z，…z), 则 
f) = fp Gin) 二 fp! 是 定义 在 欧 氏 空间 Ro 的 开 集 
pE) 上 的 Co 类 函数 ,由 (3.1.2) 可 知 ,了 作为 C% 类 函数 是 经 局 部 
坐标 变换 不 变 的 . 
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微分 流 形 的 映射 两 个 C0” 流 形 之 闻 的 映射 7; M1 一 M 称 为 
j& C9 1C Le RH SIRO GE REDI SER M BS QU Mz 
B (V. BRA y e F o p^! k CI KH. Fd — (C) 微分 同 胚 ,如 
RFE — SIRE. EAE JE CO 2809 TUR p kE — $4 [8] U M, 
和 M, 必须 是 同 维 数 的 . 


3.1.2. S $09) zs [8] ,函数 的 微分 和 余 切 空间 

正则 的 曲线 和 曲面 在 其 上 的 一 点 分 别 有 切 线 和 切 平 面 的 概 
念 , 同 样 , 在 微分 流 形 上 ,在 其 上 一 点 的 附近 可 以 用 线性 空间 来 近 
似 ”, 也 就 是 在 微分 流 形 上 的 每 一 点 可 以 引进 切 空间 和 余 切 空间 等 

” 切 向 量 设 M 是 一 流 形 ,P 为 M 上 的 一 点 .我 们 考察 定义 在 
P 点 的 某 一 邻 域 上 的 所 有 实 值 c= 函数 全 体 , 记 为 F GO. 如 果 fag 
€ 5 (p), 那 末了 十 gy 和 fg 定义 在 了 定义 的 邻 域 和 yg 定 义 的 邻 域 
的 交 上 ;入 (%E R) 定义 在 了 定义 的 邻 域 上 ,如 果 对 每 一 fE . (7) 
都 对 应 一 实数 "(f) 满足 
(3.1.3) VAS + ug) = ¿u(f) 十 pr(9) 
(3.1.4) (fg) = »COgCXO0 + fwg) san € R; fg € 
F QD 

MRR oF — R fN M 在 P 的 切 向 量 . 要 注意 ,对 JE 
多 (0),v(f) 只 依赖 于 了 的 局 部 性 质 . 确切 地 说 ,我 们 可 以 证 明 

定理 3.1.1 如 果 f,oE 宛 (2), 又 f 和 9 在 p 的 某 一 邻 域 上 上 
相等 , 那 末 "(f) = vlg). 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 证 明 下 列 三 个 引 理 ; 

引 理 3.1.1 S A SÈ e PARE OER, S C Se Wl 
在 尼 上 存在 一 个 光滑 的 实 函数 f. E 

D 0</f<1; 


Ey Bo 


n r€ S, 
2) w=] - 
0, r € S, 


WEB] 不妨 设 S, 和 S, 都 以 原点 为 心 SETA IAE a,b,0 <a 
< b; fh 


í 1 
(&18 gD) = n G a — 8) 
0 „tE (a,b?) 
显然 ?是 RI 的 光滑 函数 ,再 合 
(3.1.6) PCD = NECI 站 we， 
则 下 仍然 是 忆 上 的 光滑 涵 数 ,并 且 0 委 了 委 15 委 到 时 ,PCGD = 1; 
MR WF = 0, 命 
(3.1.7) f(Gn,,2) = FG? 十 … + (z.)2), 
则 了 适合 引 理 的 要 求 . 
引 理 3.1.2 ” 设 心 与 了 是 及 中 的 两 个 非 空 开 集 , 且 了 是 紧 至 
的 ,FC U RUE Rr 上 存在 光滑 的 实 函 数 了 ,使 得 
D 0<f<1, 
1, z€P, 


st € (at) 


2) w=] - 
0,z € t. 
证 明 HV RPEXUESH VC r, D) Ede W £ El D 
(S19 SE hiec ER 
(3.1.8 Sm c s cu, 
JERLUSIP ues 构成 了 的 开 复 盖 . 由 引 理 3.1. 1 ,对 每 一 个 K1 < k 


委 7), 存 在 光滑 函数 un — PERO f. < 13 R. 
lr € SP, 


(3.1.9) fela) -{ 
命 


0,z € Sf. 
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(3.1.10) f-2i-[Ia-f 


则 容易 验证 了 适合 引 理 的 要 求 . 口 
引 理 3.1.3 设 (U,q) 是 光滑 流 形 M 的 任意 一 个 坐标 卡 , 
是 MM 的 一 个 非 空 开 集 ,使 得 PF 是 紧 致 的 ,并 且 VCU, 则 在 流 形 M 上 
存在 光滑 函数 kM > R ,使 得 
DOSES i 
lp EV; 


2) klp) = I - 
0,» € U. 
证 明 ”由 于 V 是 紧 致 的 ,并 且 VCV, 利 用 M 的 局 部 紧 致 性 ， 
不 难 构造 开 子 集 内, 使 得 
VCU CU CU. 
设 dimM = nl po (V) E pe UO # BE R PRIJE. H 3|88 3. 1. 2, 
存在 玉 上 的 光滑 函数 f. EH OR f< 1, 并 且 


l,z € o (V), 
(8.1.11) ro -| zi 
Osz € pU). 
命 
Feo p EV 
(3. 1. 12) h(p) = ( - 
(CU 


则 4 是 M 上 的 光滑 函数 ,并 且 适 合 引 理 的 要 求 . 口 

定理 3. 1.1 的 证 明 ”由 (3. 1. 3), 只 要 证 明 对 任何 在 F 上 等 于 
08 f € Z (DE (f) = 0, 为 此 , 任 取 一 点 PE 六, 利用 流 形 的 
局 部 紧 致 性 , 必 有 包含 P 0 TARER W fd P € W CW C V, B3| 
理 3.1.3 可 取 一 AE 7 (0 ERK y € WEG = 1, X 4 9 € 
V BE AQ) = ORRA S= h e £L B Af= 0. ERE QI. 1. 40 RI] 
Ho = v f) = OO) + (Uv) = 0B eC |, = 0. 
BF PEV 中 的 任意 性 ,所 以 wf) 限制 在 7 EOS] 
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切 空 间 对 以 在 P 点 的 切 向 量 w,w 和 XE R, 我 们 定义 和 w 十 
w MRR 加 如 下 
(+ w)(f) = v(D + wG), AD = AE 
(f € o» 
那 末 + 十 w 和 加 仍 然 是 必 在 P 点 的 切 向 量 . 因此, 按 这 种 方式 定义 
P 点 的 切 向 量 的 和 和 数 乘 , 则 P 点 的 切 向 量 全体 就 变 为 R 上 的 向 量 
空间 . 我 们 把 这 个 向 量 空间 记 为 7,CM) ,并 称 为 必 在 点 ?的 切 向 量 
空间 或 切 空间 . 

Aaa) 为 U 上 的 局 部 坐标 系 ,又 在 0 中 的 一 点 P 命 
(3.1.13) GM -iq GS ia) 

IRR (2/220, 是 在 P 点 的 一 切 向 量 . 

定理 3.1.2 设 M 是 一 * 维 流 形 , 那 末 切 空间 7 M) 也 是 ? 维 
的 ,而 {(3/ar)…,(3/ar.))} J T,CMD 的 一 个 基 . 

证 明 yG, z) 为 忆 的 一 个 邻 域 上 的 一 个 局 部 坐标 系 . 
要 证 明 7,CM) 是 zx 维 的 ,只 要 证 明 {(a/ar)…(a/ar))} E T, M) 
的 一 个 基 . e E 2/00, e. 0/220, 是 线性 独立 的 . 事实 上 ， 
因为 (2/ar)iz = A 我 们 有 EAO) = 为 因此 ,如果 
EAG/2, = 0, 那 末 我 们 有 

a= ÈRON) = 0(z,) = 0, 

而 这 表明 (ayar)，…， (0/270, 是 线性 独立 的 . 其 次 , 如 果 * € 
7,(M) ,我 们 证 明 v 可 以 写成 

(3.1.14) v = ErGOQ/22), 

WK m JE — EEG ROO 二 0, 事实 上 ,由 于 二 1, 由 切 向 
量 的 条 件 (3. 1. 3) RITA r = 加 (1). 另 一 方面 ,由 (3.1. 4) 我 
(14 200 = 002 * 1 + 2 * p(1)- RERNA rO) = 0, 现 在 ,如 果 
f 是 一 个 定义 在 点 P 的 一 个 邻 域 上 的 0” 函数, 则 了 在 P 的 一 个 小 邻 
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域 上 可 以 写成 
f(Q) = FG(QD (Q0) 
在 此 F(w,…,w) 是 定义 在 (z1(7),…,z.(7)) 的 邻 域 上 的 一 个 c° 
函数 ,并 在 (zi(p),…,z.(7)) 的 某 一 邻 域 上 可 展开 成 
FG sun) = F (2, Cp) zn O)) YER vu) (u, — n), 

Arp rsen) (i = 1,…,n) 是 这 个 邻 域 中 的 c> 函数 ,事实 上 

FO, u,) = F(a, QD ,z,(p)) 

' dF 
+ [aqa — o» (yet — no)» 
+ xz, Cp) dt 


= F(z, (p), sr. (p)) + z 9P ds ,其 中 我 们 命 ai 一 Lui 一 
i21 0s, dt 


zip) + n) 因此 只 要 命 
1 gF 


FQ sss su.) = vas 


要 注意 (zr(7)) = ƏF(z(p))/Ər, = 3f(p)/az,. H f BR t| E P j 3 — 
邻 域 ,我 们 有 


f = f@) + ERG) (z — 2». 
现在 作用 wv 到 这 个 方程 ,利用 (3.1.3),(3.1.4) 和 w(%) = 0, 我 们 
得 到 
i :af 
vf)= ZF.G(p))u(z) = z a; GO 


这 表明 "(1) = (Era O/A O 对 所 有 了 € TF OO 都 成 立 ,这 
就 证 明了 (3. 1. 14) 式 . 
EE ( (3/22), 7, (2/27.),) 是 7,(M) 的 一 个 基 , 所 以 7,(M) 是 一 
个 维 向 量 空间 . 
对 切 向 量 * € TC dir — GO OFFER EISE CE e E08 
关于 局 部 坐标 系统 (z，…,\) 的 分 量 ,我 们 有 
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> 3 
(3.1. 15) s= EGG. 


R Geor) MC z.) A P 点 的 两 个 局 部 坐标 系统 , 屠 末 
(aa GƏ/ar.),) 和 《69/971),,…， G/220,) 都 是 7T,CM) 的 
基 , 并 且 有 变换 规律 

an= 2 EOG 


Ər, 
(3. 1. 16) y 
9 - 3z; E] 
G = EXOCO 
2r, 
v € 7,(M) ZF GO. GO fl] lik C CIO 分 别 满足 变换 规律 
(3.1.17) # = > Bzy, k= by, 
bu $ ! 3z; 


在 经 典 的 张 量 分 析 中 ,把 满足 变换 规律 (3. 1. 17) 的 向 量 5 称 为 道 
变 向 量 . 

微分 曲线 ” 命 (a,5) 为 RR 上 的 一 开 区 间 ,R' 是 一 1 维 流 形 而 
(a,b) 是 R 的 一 个 开 子 流 形 .一 个 从 (a,b) 到 流 形 M 的 微分 映射 p 
称 为 MM 定义 在 (a,5) 上 的 微分 曲线 . 注意 ,微分 曲线 是 -BRAT po 
不 是 区 间 (a,5) 关于 p 的 像 pCCa 50. 

现 命 为 M 上 的 一 微分 曲线 ,定义 在 开 区 间 (a,6) EEG to 
€ (a,b), fL M 的 一 个 局 部 坐标 系 (z sn) ,3Ë Ci ddi 
Gg [die H XT. 在 p(t) 的 切 向 量 . 命 


(3.1.18) = Yæ. G 


>= Ja 


Ər, 
W| > Jš M fE po) 的 切 向 量 ,并 且 不 依赖 于 局 部 坐标 系 (z1,… sz) 
的 选择 ,事实 上 ,如 果 (z\,…,z.) 是 在 w(to) 的 另 一 局 部 坐标 系 ,并 
Bind pi) = perc 

xd NE S 


= dp: 2 
re = 2j is eto 
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我 们 称 o 为 微分 曲线 9 在 p(to) 的 切 向 量 . 如 果 微 分 曲线 在 每 一 
点 的 切 向 量 不 为 零 ,并 且 当 上 天 夫 时 mw(D Apt), WRR o RAER 
微分 曲线 . 

函数 的 微分 和 余 切 空间 ” 命 了 为 定义 在 流 形 W 上 的 开 集 乙 上 
的 一 个 可 微 函 数 . 对 PE 乙 和 对 任意 一 "E 7,(M), 令 
(3.1.19) Uf) w) = vC). 
MRU, 是 一 从 7,(M) F| R ËJ —B N, XT, € T,(M) fo € R 
满足 (ef),( 十 w) = (4,0) + GD,G) fl GD,O») = 
2(4f),(v)，, 也 就 是 (4f), 是 向 量 空间 TM) 上 的 线性 函数 ,因此 是 
7,(M) 的 对 偶 空 间 7;(M) 的 一 个 元 素 ,线性 函数 (4f), 称 为 了 在 点 
p 的 微分 . T; (M) 称 为 余 切 空间 . . 

如 果 (z1,…,z,) 是 ?的 一 邻 域 上 的 局 部 坐标 系 , 那 末 


(3. 1. 20) an Ch, = Hn). 
特别 地 有 
(3.1.21) COREAN = 4 


BE k (Gd), G4) È T; CM) 的 一 个 基 , 它 是 7,(M) 的 基 
(09/9),,… (Ə/z.),) 的 对 偶 .我 们 可 将 (df1), 表 为 dz)jGi 一 1， 
n) 的 线性 组 合 ,并 写成 (4f), = > ,为 (dz,),. 那 末 

«DG, = E un = XL AM = x, 
因此 A 等 于 af(p)/ar, 并 且 我 们 有 
(3.122) (apy = Y ED CG). 


3.1.3 FRÉ 
在 讨论 子 流 形 之 前 ,我 们 先 考察 光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 所 
诱导 的 切 映射 . 


映射 的 微分 “ 设 w 为 从 流 形 M 到 流 形 的 一 微分 映射 ,如 果 
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于 是 定义 在 pC7) OE M) 的 一 个 邻 域 中 的 一 可 微 函 数 , 那 末 w f = 
了 f。9 是 定义 在 p 的 一 个 邻 域 中 的 一 个 可 微 函 数 ,对 ”E 7,(M), 命 
(3. 1. 23) (p.042 CD = v(p* f). 
我 们 有 
((@.),))(f + g) = v(p* f + pg) — v(p* f) 十 2C2 9) 
= ((@.),°)f + Cp. mg, 

(Cp) w Af) = AC Cp. 2,02 (f). 

Cp.) w) (fg) = (Cp. ) wf * g(@(p)) +E) Cp. Jwg, 
EE Cp. 2,» 是 N 在 点 p(p) KIH E, Br pÀ Cop 是 从 7,(M) 到 
Teo (N) 一 个 映射 ,并 且 容 易 知 道 这 个 映射 是 线性 的 . 9?. ) 称 为 
映射 在 点 己 的 微分 或 由 映射 ?所 诱导 的 切 映射 . 命 (z:，…'z) 和 
GO 分 别 为 在 点 已 和 CP) 的 局 部 坐标 系 , 命 

9'y = pi 

那么 我 们 有 
(3.1.20. (G3, = > S) GQ) 
EE, mE p E M BJ f [e] BR E S] Co 0, JT, CM 的 恒 同上 映射, 如果 
e JJ W 38] M 的 可 微 映射 ,是 从 M 到 的 可 微 映射 , 那 未 %。9 
是 一 个 从 下 到 N 的 可 微 映射 ,并 且 

((@°@).),= (P. Jan ° (p.),, P € W 
特别 ,如 果 o E JX M 到 N ROGA E] BE IA 97 e o fl o ° 97 31 
是 MIN 的 恒 同 映射 ,因此 (p.), 是 一 个 从 7T,(M) I To CN) 的 
1 一 一 1 线性 映 上 (onto) 映射 , Jf HL E B] k Ar (p.07! 和 
(G9) 2D so) 一 致 ,因此 7,(M) 的 维 数 等 于 To.w(N) 的 维 数 ,因此 ,如 
果 有 一 个 从 M 到 N 的 映 上 的 微分 映射 , 那 末 M 入 有 相同 的 维 
数 . 

定义 3.1. 2( 谍 入 子 流 形 ) VEM 和 > 是 两 个 光滑 流 形 , 若 有 
光滑 映射 p:M 一 ,使 得 
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Dop 是 单一 的 ， 

2) 在 任 一 点 PE MM, 切 映射 p. :TCM) 9 Tu CN) 都 是 非 退化 
的 , 则 称 (p,M) 是 的 一 个 光滑 子 流 形 或 称 (p,W) 是 N KRAF 
流 形 . 

如 果 映 射 p 只 满足 条 件 2), 则 称 p 是 侵入 ,这 时 称 (p,MM) 是 NN 
的 漫 人 子 流 形 . 

浸入 是 局 部 单一 的 ,但 不 能 保证 在 大 范围 是 单一 的 ,浸入 子 流 
形 和 嵌入 子 流 形 的 区 别 在 于 象 集 pM) 是 否 有 自 交 点 . 

例 3.1.1 开 子 流 形 

设 U 是 入 的 一 个 开 子 集 ,将 入 的 光滑 流 形 结构 限制 在 0 上, 便 
得 到 UU 的 一 个 光滑 结构 ,成 为 与 同 维 数 的 光滑 流 形 , 命 p = id:U 
一 入 是 恒 同 映射 , 则 (p,0) 成 为 YX 的 一 个 嵌入 子 流 形 , 称 为 Y 的 开 
子 流 形 . 

例 3. 1. 2 AFRE 

设 (p,M) 是 N 的 一 个 光滑 子 流 形 , 如 果 

DoM) 是 N 的 一 个 闭 子 集 ; 

2) 对 每 一 点 QE pCM), 存在 一 个 局 部 坐标 系 (LU;z,) ,使 得 
pm) NU 是 由 方程 

Zati = fap = ** = z, = 0 

XE XL HEH m = dimM ,n = dimN , (n > m) Wk (Gp, M) R: N 的 一 
个 闭 子 流 形 . 

例如 ,单位 球面 S' C m! 及 恒 同 映射 :8 RH RT mt 
的 一 个 团子 流 形 . 

定义 3.1.3( 正 则 子 流 形 )” 设 (p,M) 是 光滑 流 形 N 的 子 流 
形 , 如 果 p; M — pM) C. N 是 同 胚 映射 , 则 称 (?,M) Jë N 的 正则 
FRE. RA o 是 光滑 流 形 M 在 入 中 的 正则 嵌入 

定义 3.1.4 命 叶 为 一 n 维 的 0” 流 形 ,DCC H 为 一 开 集 ， 
我 们 称 D 在 点 PE€ IDRA C? 1 eoo ap iA P 3D, 如 果 存 在 
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A PHARRR U R KERR r € C9 (0) 具有 下 列 性 质 : 
(3. 1. 25) Un p= (z € U:rG@G) < 0) 
(3. 1. 26) dr(z) 30M z € U 
3D WEN Cto 类 的 ,如 果 在 每 一 点 PE aD J c? 类 的 . 

注意 ,(3. 1.25) 和 (3. 1. 26) 表明 
(3.1.27) U D əp = (z € U: rG) = 0) fiU — D= (z € 
U : r (z) > 0). 任 何 满足 (3.1.25) 和 (3. 1.26) 的 函数 >E C (U) 
称 为 D 在 点 ?的 (局 部 ) 定义 函数 . 如 果 U 是 3D 的 一 个 邻 域 ,函数 7 
€ CVU) 满足 (3.1.25)(3. 1. 26). 则 称 为 全 局 定义 函数 ,或 简称 
为 D 的 定义 函数 . 

aD 带 有 7 一 1 维 的 C% 类 流 形 结构 ,定义 如 下 ,如 果 P € əp X 
7, Ë D fE P 附近 的 一 个 C% 类 定义 函数 , 那 末 由 反 函 数 存在 定理 ， 
存在 一 个 从 P 的 开 邻 域 0 到 R O #J3F ER V, WJ opa coo 映射 
h= Gy D FER y, iU, I7 J& yo UR v — VA GE XC 
因此 pe = V» lone, 是 3D N U, 8| i7! 85318 V, A (2:5 = 0) 的 
同 胚 . 显然 {(3D N Up), P E 2D) 全 体 满足 (3. 1. 1) MG. 0.2). 
X LER aD R: M &* T $E 2D #| MM 的 映射 是 一 包含 映射 , 即 op 一 
(3D) C M, Ë Es — i] HB 88 , Br J i E X. 3. 1. 3,9D kE M &* IE UL BE 
入 的 闭 子 流 形 . 


xia ”微分 形式 的 代数 

现在 我 们 考虑 余 切 空间 7; MHR EAr KINE NT; M, 由 定 

X AT; M = RAAK r 之 1 时 最 方便 的 是 将 NT; M 和 在 7,M 上 

的 交错 7 一 多 重 线性 形式 , 即 R 一 多 重 线性 映射 
w: T,M X = XTM—R 

DNO NX TM 

7 个 因子 . 

等 同 起 来 ,这 个 R 一 多 重 线性 映射 对 所 有 的 mw E 7,M 和 (1， 
een) 的 每 一 个 置换 o 者 满足 
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OVa) ,*** v.) = signoo(n pee vi). 
特别 ， 
olvis v) = 0 WRX ise jo = vj 
上 述 恒 同 可 以 作为 AT M 的 定义 ,由 定义 立 知 AT; M = 
T; M,34 r 2» dimT,M = dimM Bf, A'T; M = (0), A'T; M 的 元 素 
HER P BJ r 一 余 向 量 或 一 形式 . 
直 和 
@,(M) = =9 N'T; M 
称 为 7; M 的 外 代数 (或 Grassman ERD. r 一 形式 a 和 一 形式 
的 栅 积 (或 称 外 积 ) 是 一 个 (> + s) 形式 , 记 为 。 ^ n, E H 
o A n(Vi Vs) 
(3. 1. 28) 


- ng Freg 2a signore v 9 Vod (oat soo) 


定义 ， 其 中 和 号 是 对 { Leor + s) 的 所 有 置换 求 和 . 

定理 3.1.3 ” 槐 积 满足 下 列 运算 规律 :oyoryos € A amm 
EA',s EA', 则 有 

1) 分 配 律 (@ 十 o) Ano ^n o A m, 

2) EZR o A n= (D A o, 

3) 结合 律 (lo 人 7) A656=。oA MAG). 

WEB] ”只 要 根据 棉 积 和 交错 多 重 线性 形式 的 定义 就 可 证 明 . 


MRU, p) EPE M 近 傍 的 一 个 坐标 系统 ,p m Gin) 
EAR 1 二 7 过 4, 那 末 
(dz, A A dz, t 1 < j < + < j, < n) 
是 NT; M 的 一 个 基底 ,特别 ,dim AT; M = (;), 且 在 P 的 每 一 个 
7 一 形式 o, 可 唯一 地 表 成 
(3. 1. 29) o, = J a(r’), as € R, 
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其 中 和 号 是 对 所 有 严格 增加 的 7 一 数组 了 一 Qj C Oen 
n) 进行 的 ,并且 

(3.1.30) dr = dz, À + A dz, 24 J = Qu 

注意 


9 9 
r PN EAN 
(3. 1. 30) a; % E 


NUM 的 基底 {dz 人 … A dn ilm jen < om Ri 


(G a re 


) 


(3.1.3D) dera A= A ds Cerne = ¿he 
O SB Gth) = Gerd 
(dO Girej) Æ Gum. 
迄今 为 止 我 们 只 考虑 了 在 一 固定 点 PE M BJ J B] Et fli r É 

式 ,现在 我 们 考察 当 点 P 变动 时 的 有 关 概 念 . 
在 M 上 的 一 个 向 量 场 是 一 映射 了 : M Ure T, M ,对 每 一 点 忆 
'€ M 都 相应 有 一 切 向 量 Ve TrMf ,一 坐标 系 (U,g) 可 定义 U 上 的 

向 量 场 


9 9 


on! 'Ər,' 

并 且 U 上 的 向 量 场 有 一 表示 V7 二 Re (/&)) ,其 中 ,so 是 
U 上 唯一 决定 的 函数 ;7 称 为 在 0 上 是 co 类 的 ,如 果 系 数 函数 m， 
… a, 在 U 上 是 C" 类 的, 如果 0 三 1 一 1, 这 个 概念 和 坐标 系 的 
选择 无 关 ,但 当 ! 二 时 ,就 不 是 这 样 , 因 此 ,在 — C 流 形 M 上 我 
们 只 考虑 0 类 向 量 场 ,! 生 上 一 1 ,容易 验证 在 邓 的 一 开 子 集 D 上 ， 
HEH V E CO 类 的 , 当 且 仅 当 对 每 一 E C (X), V, E CD), 
其 中 (Vy) (7) B VA 被 (3.1.18) 定义 . 

类 似 的 ,MM 上 的 7 一 形式。 由 PE M 的 一 映射 PP 
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ENT; M S iH. o CO 388) ,0 < I< k — 1,13: 3 — in E 
BARER o = J adr CR, (3. 1. 29)) 中 的 所 有 系数 ww(P) Jë co 
类 的 函数 ;同样 ,o 在 M L jk C 2889,24 H Bos M EBS EUR co 
类 向 量 场 V. oQ' V.) € COM). 

RITE M Effj c 28 r — JÉSXBS 2 lai 28 C OD 09 CM) 的 
元 素 也 称 为 M 上 的 CO 类 7 次 微分 形式 . 特别 ,C8?(M) = CCM), 
X C? (M) = (0), fie & r > dimM. 


3.1.5. 外 微分 

一 个 函数 JE CO OID 的 微分 of 定义 上 的 一 连续 1 一 形式 ; 
因此 在 每 — C 流 形 M 上 有 一 自然 的 线性 映射 2,0 (M) 一 
Cf? (M). 显然 ,对 每 — 1 <! < k# 4(CO(M)) C CC OD HH 4 
满足 Leibnitz 规则 d (fg) = gdf + fag. 映射 4 拓 广 到 M 上 co 类 微 
分 形式 的 全 部 Grassmann 代数 A (M) 时 ,有 

定理 3.1.4 @ M 3 — C 流 形 ,t > 2, 3: fh Z (M) 
=C OM) 0 Lk, E — EREMI d = du : OD 一 
e^ (M) 满足 下 列 条 件 

Daf fé f € C" OD 的 微分 

2) f 1L kM Or, ARK do E CHPM) 4 o € con 

3) 如 果 f € c%,2 < I < kp da = 0 

4) WMR o € C^ (OD M o» € C (OD, 
那 末 

dlo À ox) = doy A ox + (— Dro A da Be COS M E 

的 外 微分 . 

在 证 明 本 定理 之 前 ,我 们 先 指出 ,如 果 外 微分 算 子 4 是 存在 
的 , 则 4 是 局 部 的 算 子 , 即 我 们 可 以 证 明 

定理 3.1.5 外 微分 4 是 一 个 局 部 算 子 , 即 如 果 在 一 开 集 WU 上 
ol = 0: 8 EU E do, = do; 
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证 明 ”证 明和 定理 3.1.1 的 证 明 类 似 , 由 于 4d 是 线性 的 ,所 以 
只 要 证 明 如 果 U 上 ww€ CM) 为 0, 那 末 在 VU 上 do 二 0, 为 此 , 任 
取 一 点 P EU, 利 用 流 形 的 紧 致 性 , 必 有 包含 P 的 开 邻 域 W, 使 得 P 
EWCWCU, 由 引 理 3.1.3, 在 M 上 存在 一 光滑 函数 4, 使 得 当 P 
€ WHEA) 二 1, 又 当 P' € URTA) = 0, 这 时 我 人 有 一 
%, 且 hw 三 0, 应 用 4), 我 人 有 d(hw) = dh A o + hdo = 0, Bf do |, = 
0. 由 于 P 在 UV 中 的 任意 性 ,所 以 do 限制 在 U 上 必 为 零 . 

定理 3.1.4 的 证 明 ”由 定理 3.1.5, 为 了 证 明 外 微分 4 的 唯一 
性 ,只 要 在 局 部 坐标 系统 (V0,p) ,2 二 (zi,…,z,) 的 局 部 坐标 邻 域 U 
中 来 证 明 .如果 wo€ CO QU) SEE o= >) adr OAR. 1. 29)), 其 中 
a, € CM(V), 对 所 有 严格 增加 的 7 一 数组 J. 由 3),dldz))= 二 0 当 1 
乏 j 志 nn; 因 此 ,由 于 4 是 线性 的 并 重复 应 用 4) 就 得 到 
(3.1.32) do = S da, A dz 


这 表明 d 完全 由 它 在 函数 上 的 值 决定 ,由 此 证 明了 唯一 性 . 

由 定理 3.1.5 和 4 的 唯一 性 ,要 证 明 存 在 一 映射 4 具有 所 要 求 
的 性 质 , 只 要 在 局 部 坐标 系统 (UV,p) 内 进行 ,由 于 woE C (U) 有 了 唯 
一 的 表示 o = >)odr', 我 们 可 以 用 (3.1.32) 来 定义 do € 
C4 QD) ,并 且 由 线性 性 将 4 拓展 到 s (U) ,然后 我 们 验证 这 样 得 到 
的 映射 4 一 由 : AU) — S (U) 满足 10 —— 4). 

在 此 只 证 明 3), 因 为 它 是 最 有 趣 的 性 质 ,其 余 的 是 不 难 验证 
的 ,如 果 JEe CQ, Bi 3. 1.22) 可 知 df = >);(af/ar)dzi 因 此 ， 
由 (3.1.32) 


(3.1.33) a) = DÉ A dz; 
j=1 j 


SX Zdbao A dz, 


= vp2d 3 ,af 


202. EU 
£i 


a) == 35) Mz A dz 
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但 是 (3. 1. 33) 右 端的 和 中 所 有 的 系数 都 为 0, 由 于 Ə/az,GƏf/ər,) 是 
由 C 类 函数 £F o 关于 R 上 的 坐标 = 和 z, 求 二 阶 偏 导数 得 到 
的 ,因此 4(4f) = 0.) 

在 适当 的 可 微 性 假设 下 ,性 质 = d od — 0 可 从 函数 拓 广 到 
任意 的 微分 形式 

定理 3. 1. 6(Poincaré 引 理 ) 如 果 2 过 /二 k, SE 

d(do) = 0,34 o € C? (M). 

WEB] ”在 一 个 局 部 坐标 系 (U,mw) 中 我 们 将 do 表 成 (3. 1. 32) 
的 形式 ,然后 由 定理 3. 1. 4 中 的 4) 和 3) 即 可 得 结论 . 

例 3.1.3 设 包 中 的 第 卡 儿 坐 标 系 是 (z,y,z),f 是 RR 上 的 光 
滑 函 数 , 则 


E E a, 
df = fus + PI T Yaz 
$/3.1.4 设 o= Adr + Bdy + Cdz, KP A,B,C J& R E ptg 
滑 函 数 , 则 
do = dA N dz + dB A dy + dC N dz 


ac 3B 9A ac 
= G x0 A dz + CX — a4 A dr 


9B 2A 
+ Gc 一 ə A dy. 


例 3.1.5 i o = Ady A dz + Bdz A dz + Cdr A dy, WJ 
9B 


“e= OE 


+ DEus A dy A dz, 

3.1.6 #0 

MRE M 8 N ECO HÉ S ECHN), AF: M— N J — co 
映射 . 拉 回 (pull back)f — F'(f) = f: F 定义 一 代数 同 态 
F* CDPQD — CO OD. 我们 现在 考察 Fr" 怎样 拓 广 到 微分 形式 
£z. 

对 PE 以 ,微分 dF,: T,M — Ta» N 诱导 转 置 (或 对 偶 ) 映射 
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F; i TAN — T; M, 这 映射 拓 广 为 由 
(3.1.34) (FF orm) (Vis 0) = Orp (dF, (v1),*** dF (2,)) 
所 定义 的 Grassmann 代数 的 代数 同 态 F; : 
Grn (N) — G, (M), 其 中 7 > 0,os € A'(E ND) n E 
TM, WMR o EER RUC N 上 的 一 微分 形式 , 那 末 由 命 (F* o), = 
P; Cor) G4 P € FQ) RIBE EFT U) 上 的 微分 形式 ， 
KA o A F HRE. 这 样 定义 的 映射 R” 有 下 列 自然 性 质 . 

定理 3.1.7 EE M.N #l F : M — N JE C 类 的 . 

G) 拉 回 F° 是 一 代数 同 态 

F' i GN) > PCM) 

EWE F* (CP (N)) C OPM) 4 0 < (< k #l r > 0. 

GDF 和 M,N 上 的 外 微分 de ds 可 交换 , 即 如 果 % 是 CW 类 
B1 LC ECUR o Æ 0 vx Y L = k) IE. 

(3. 1. 35) dy(F'o) = F' (dso). 

证 明 ”我 们 先 对 o=fE C? CN) 1 LC E WEE C3. 1. 35). 
BUT F'f= f: F € CO(M),3E B BUT du I ds 作用 在 函数 上 时 就 
是 通常 的 微分 ,我 们 得 到 

duy (F* f) = dCf ° F) = (df) ° (dF) = F° (df), 
其 中 最 后 一 个 方程 是 当 oro = dfro 时 由 定义 (3. 1. 34) 得 到 的 . 

H F° 的 点 态 定义 显然 可 知 F* 是 关于 微分 形式 的 一 个 代数 同 
态 ,为 了 证 明 (i) MOD 的 其 余 情 形 ,只 要 对 o € 00 (N) 的 局 部 情 
形 进行 证 明 , 因 此 我 们 可 以 假设 。 在 UCN 上 的 表达 式 是 。= 
Sma ER a, € COON), EAE 

Fo = >)P (a) F* (dz, )-F* (dz, ) 
J = G sh) 
(3.1.36) 
= Ga, ° FG, ° F) A A 4Gz; ° F) 
其 中 我 们 引用 了 (3.1.35) 4 r = 0 时 的 情形 ; 这 表示 f*w € 
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CP (F-1(U)), BERE (3. 1.36) 表示 
dy(F* 9) (a; ° F) A dla, ° P) A + A dG, ° F) 
= MF (das) A F'(dz,) A + A Fh (dz;) 
= prO a, A dr) = F° (dxo). [J 
我 们 还 可 证 明 如 果 C : W — M,F : M 一 入 都 是 C 类 的 映射 ， 
IRF G: W — N 满足 
(3.1.37) (EG) = G° ° F° 


3.1.7 单位 分 解 定理 

定义 3.1.5 拓扑 空间 M 的 一 组 集合 {0。}oei 称 为 局 部 有 限 ， 
若 对 任 一 点 PE M, 必 有 一 邻 域 0, 使 得 U 最 多 与 有 限 个 U。 相交 . 

定义 3.1.6 FREE (U) 称 为 拓扑 空间 M 的 复 盖 ,如 
RM = >)Uv. 复 盖 {F。}oev PRAIL (Ua) ae: 的 加 细 , 如 对 任 一 PE 


ga 


J, VH a € I, TE V, C Us Hausdorff 空间 称 为 仿 紧 (Paracompact) 
的 ,如 果 对 M 的 任 一 开 盖 必 有 一 个 局 部 有 限 的 加 细 开 复 盖 . 

引 理 3.1.4 若 M 是 局 部 紧 并 有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 , 则 
M 是 仿 紧 的 一 此 外 ,对 M 中 的 任 一 局 部 有 限 开 复 盖 和 。)。e,, 必 有 
M 的 一 个 开 复 盖 {V。)。es ,使 得 V。 C U, 

证 明 可 以 在 点 集 拓扑 的 书 中 找到 . 

定理 3.1.8 (单位 分 解 定理 ) 设 人 二 {Ua} 是 光滑 流 形 M 
的 一 个 开 复 盖 , 则 在 M 上 存在 一 族 光滑 函数 {xX。} ,满足 下 列 条 件 : 

D XE — A a,0 X, < 1,3 S sup, X JE SC JF B. sup,z, C 
U 

i) (sup,Z,) 是 局 部 有 限 的 ; 

iii) X) Xp) = 1, 对 任意 PE M. 


e€ 
由 条 件 iD ,在 任意 一 点 PE M, RAF i) 左边 只 有 有 限 多 项 不 
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为 零 , 故 和 式 是 有 意义 的 ,函数 族 {X} 称 为 从 属于 开 复 盖 2 的 单 
位 分 解 . 

证 明 因为 M 是 流 形 , 所 以 M 是 局 部 紧 并 有 可 数 基 的 
Hausdorff 空间 ,因此 由 引 理 3. 1. 4, M 是 仿 紧 的 , 即 对 M 的 任 一 开 
复 盖 必 有 一 个 局 部 有 限 的 加 细 开 复 盖 , 不 妨 假定 流 形 M 的 开 复 盖 
U = {Us}se! 就 是 履 的 局 部 有 限 开 复 盖 , 而 且 就 是 人 的 坐标 复 盖 ， 
同样 由 引 理 3. 1. 4 还 存在 M 的 一 个 开 复 盖 {V。}ev, 使 得 V。 C Uor 

根据 引 理 3. 1. 3, 在 M 上 存在 光滑 函数 ,0 < ha < 1, E 
(3. 1.38) hlp) = He i 

0,» € Us 
显然 supphs CD 对 任意 一 点 PE M 都 有 一 个 邻 域 C, 使 是 紧 至 
的 ;由 于 2 是 局 部 有 限 的 心 只 与 Y 中 有 限 多 个 成 员 相交 ,和 式 
io 中 只 有 有 限 多 项 不 是 零 , 所 以 4 二 Deu M i 
FUTLALIATE TIENI EP Ico V. W, 8k 
AC) > 1. fi x 
(3. 1. 39) X, = h,/h, 
则 思 是 上 的 光滑 函数 ,不 难 验证 ,函数 族 {X。} 满足 定理 的 条 件 . 
口 


3.1.8 流 形 的 定向 

定义 3.1.7 一 n 维 的 Co 流 形 M KATEN. MEEME 
存在 一 无 处 为 零 的 连续 一 形式。o( 即 对 所 有 PE M, o+ 0) 两 个 
这 样 的 形式 mw 称 为 定义 并 的 相同 定向 ,如 果 m 一 fo, 其 中 了 是 
M 上 的 正 连 续 函 数 , 当 流 形 选择 了 一 定向 (由 指定 的 无 处 为 零 的 * 
一 形式 w 给 出 ), 则 称 流 形 已 定向 

由 于 和 *(7; MD 是 一 维 的 ,显然 任何 两 个 无 处 为 零 的 连续 "一 
形式 or 和 ow2, 在 M 上 只 差 一 非 零 的 连续 函数 . 因此 如 果 4 是 连通 
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的 , 那 末 在 M 上 只 有 两 个 定向 :如 果 其 中 一 个 是 由 定义 的 , 那 末 
另 一 个 就 是 由 一 š X 8. 

如 果 以 是 由 定向 , 那 末 坐 标 系统 (U,9) ,其 中 p= Qna) 
fa T; M 的 相应 的 基 {dz,,… ,dz,) 称 为 正定 向 的 (或 简称 正 的 ) 如 果 
4n 人 … 人 dr, 在 U 上 定义 和 相同 的 定向 ,也 就 是 如 果 o, = 
alp) (ar, A … 人 dz) 其 中 oz) > 0 对 所 有 的 p EV. 这 时 称 (U， 
9) 是 与 M 的 定向 相符 的 坐标 系 . 显然 在 定向 流 形 上 可 取 定 向 相符 
的 坐标 复 盖 . 

定理 3.1.9 流 形 信 可 定向 的 充 要 条 件 是 能 找到 一 个 M 的 从 
标 卡 2, 使 得 2 中 的 任意 两 坐标 系统 (V9) ,0,9) 当 VN U D 


时 ,局 部 坐标 变换 pe o 的 函数 行列 式 “> og p EU (lU. 

证 明 ”我 们 不 妨 假 定 MM 是 连通 的 , 设 M 有 一 无 处 为 零 的 连续 
2 — ÉR o,% 是 MM 的 一 个 耸 标 卡 ,(U,p) € 人 ,在 U 中 取 n 一 形 
式 

ey = dr A + A dz,, 

则 当 w 限 制 在 已 中 时 可 写 为 w = avow, 其 中 a 为 WU 上 的 连续 函数 ， 
不 妨 假定 av > WRR, REWERA Gaon) 换 成 (一 zi…， 
z) 就 行 ,这 时 在 UU 上 有 


olon7 = aro, = arov. 


因此 or = ae Be wo = det Sor ,因此 det 52 - ae 0. 

反之 ,车 M 的 坐标 卡 适合 定理 的 条 件 , 由 引 理 3.1. 4,M 是 仿 
紧 的 ,我 们 可 以 取 一 局 部 有 限 开 复 盖 {U。}ce1, 其 中 每 — U, 包含 于 
某 一 个 2 的 坐标 邻 域 之 中 ,并 且 U。 是 紧 的 ,由 单位 分 解 定理 3. 1. 
8, BUR T UU.) 的 单位 分 解 (加 jer 由 于 Us 是 坐标 邻 域 ,其 坐标 
EEN p= (zu. z.) ÆU REX 

Os = dr, A … 人 dr, 
. 92. 


JtdE M 上 定义 z 一 形式 o= >)X。w。,w 是 可 微分 的 ,对 任意 一 点 P 
agl 


€ M, 至 多 属于 有 限 个 VU,…,V。, 设 VU。 N U, 中 的 坐标 变换 为 p。 
° ga', 则 有 


4 1 ap。 
o = D taon, = > CX, det 3p, 2% 
j- ü 


于 是 在 P 点 . > zudet 272 > 0, 此 时 o JE REOR AE iM 


是 可 定向 的 ,定理 证 明 . 口 

定理 3.1.10 设 DC M 是 流 形 M 上 的 带 边区 域 ,具有 Cm 边 
界 9D, 如 果 M 是 可 定向 的 , 则 D 的 边界 9D 也 是 可 定向 的 . 

证 明 命 PE 93D 并 设 r 是 p 的 某 一 邻 域 UU 上 的 C% 类 定义 函 
数 , 因 此 UV 站 D = (q € U : r(q) < 0}. 在 收缩 VU 后 ,我 们 可 以 假设 
在 VU 上 有 一 正定 向 的 坐标 系 p KH p= (r,r). 那 末 (zz， 
tn) 是 3D 在 点 P 的 局 部 坐标 系 ,以 (r — 1) — XX 
(3. 1. 40) dz; A … 人 dz, 

给 出 边界 3D 在 点 P 的 坐标 邻 域 U N 39D 上 的 定向 . (确切 地 说 ,我 们 
考虑 拉 回 4 (dz, A dzs A … A dz) ,其 中 2:3D 门 己 一 已 是 包含 映 
射 , 我 们 可 以 证 明 ,这样 给 出 的 坐标 邻 域 的 定向 是 彼此 相 容 的 , 设 
Tp) y= Gier ao ,是 边界 点 P 的 另 一 个 与 M 的 定向 相符 的 坐 
标 系 , 则 

(3.1.41) t > o, 

dE = fiG sr) WAFER EE z, z. EH 的 符号 
5a NIL GER a 一 0 时 ,bn = 0, 所 以 在 己 点 ,38 > 0, 不 失 普 
遍 性 ,可 设 y, = ns UC. 1. 41) 式 成 为 


Iern) 
(3. 1. 42) xn >0 


这 说 明 dzs A + A dz. 和 dys A A dy. ÆU (Y V N 2D Efi H BJ 
定向 是 一 致 的 ,因此 3D 是 可 定 的 . 


9n v7* 
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边界 9D HH (3. 1. 40) 式 给 出 的 定向 称 为 有 在 3D 上 诱导 的 正定 
向 . 流 形 2D 的 相反 定向 记 为 一 30. 


3.1.9 外 微分 式 的 积分 

LE 上 的 积分 ”为 了 定义 可 定向 流 形 上 的 积分 ,我 们 先 考虑 
R 的 情形 ,假设 UCR #l n € COUP (M) 表示 MM 上 Cc 类 的 
7 一 形式) 在 VU 上 具 紧 支 集 ,存在 唯一 一 个 0U 上 的 连续 函数 了 使 得 
n= fdz A … A dz, 我 们 定义 
(3. 1.43) | T= [inte 
其 中 右 端的 积分 是 m 中 通常 的 Riemann 重 积 分 ,如 果 W C. R' ER 
HHF: WFW) = U J — C? 微分 同 胚 , 则 重 积分 的 变量 替换 
公式 为 
(3. 1. 44) J feme = [| ae |det (dF); | dt, **-dt,. 
dp F RE TREE ILS s HI) 

det(dF) — det 

因此 (3. 1. A40 右 端的 积分 等 于 


IK ° F)det(dF)dt, A + A dt, = IK ° F)dF, A A dP, 


9(F iss F.) 


TORTES) > 


= JF Gan A » A dz,). 

因此 ,当下 :太一 BO) 保持 定向 时 
(3.1.45) de s= [rn 

2. 可 定向 ”一 维 流 形 M 上 的 积分 ”现在 我 们 利用 变换 公式 
(3. 1. 45) 来 定义 可 定向 ”一 维 流 形 M 上 的 ”一 形式 的 积分 ,假设 
(U,g) ,9 = (nz) 是 一 正 坐 标 系 , 如 果 o € COU) EURA 
紧 支 集 , 我 们 定义 
(3. 1. 46) jo= 5: o, 
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其 中 右 端 的 积分 (在 RI 中 ) 如 (3.1.43) Bog X WRU, Y) = 
Qi, y) EU EWA- ERRA MIF = pey: p(U) pU) 
保持 定向 ,因此 ,由 (3. 1. 45) 和 (3. 1.37) 我 们 有 


K 2 NA (9 D'o 


= [o ve PELIS 

因此 定义 (3. 1. 46) 不 依赖 于 ( 正 ) 坐标 系 o. 

现在 容易 在 定向 流 形 M 上 进行 整体 积分 . 选择 M 上 的 一 可 数 
坐标 卡 {(Ui,g.)} 使 得 p 是 正定 向 的 . (注意 对 任意 的 9 — Gi, 
2),9 RË p= (一 nz) 是 正 的 !) f (Z) 为 从 属于 局 部 有 
限 开 复 盖 人 2 = (U) 的 一 连续 单位 分 解 使 得 % 在 U; 具 紧 支 集 ,对 具 
ZERK o E€ CPM) 我们 定义 
(3. 1. 47) f. o= E f, ze. 
下 面 分 别 证 明 上 述 定义 和 正定 向 坐标 卡 和 单位 分 解 的 选择 无 关 . 

1) (3. 1. 47) 式 右 端 与 U, 的 选择 无 关 

证 明 不妨 设 Supp(X,* o.) 同时 包含 在 坐标 邻 域 0。 和 Us 内 ， 
设 它们 的 定向 相符 的 局 部 坐标 分 别 是 9 二 G2 fy = G 
Ugo , 则 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 


— gd 
(3. 1. 48) duly > 0. 
UE Z, * o, dE U, fl U, 内 的 表达 式 分 别 是 
(3. 1. 49) Xe = fln NN dz, 


= gdp 人 … N dps, 
且 suppf = suppg = supp(Z, * o) C U, N Us WI| 
(3.1.50) fep =g. yJ =g. y» |l. 
根据 Riemann 积分 的 变量 替换 公式 ,我 们 有 


J o. =j (67) * Zo, 
DA yt, nep 
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l 


° ij^ Md. m d: 
MIELE, m A A dy. 


l 


[| assets Em Am A dn 
DENU p) 


s Í f° p dz, 人 … N dz, 


DA 

Bn 
(3.1.52) | X9 = [io 口 

2) (3. 1. 47) 式 右 端 与 单位 分 解 (x} 的 选取 无 关 

证 明 ”假设 男 有 一 从 属于 局 部 有 限 开 复 盖 Y = (v) 的 单位 
448 0n) ,这 里 V 是 紧 的 ,而 且 包 含 于 一 华 标 邻 域 中 , 则 {Xm}) 是 从 
EFU | VY 的 单位 分 解 ,由 于 suppew 是 紧 的 ,故人 中 至 多 有 有 限 
多 个 开 集 与 其 相交 ,对 07 亦 然 ,因此 


F|. 6 ma 


7 At, p 


i 
LA 


Xion 
fan, ka 


Vf 


emis 


lI 


同 理 可 证 


1 


IUD - 5 
>|. e ) Xo; >| se. 


在 我 们 对 具 支 集 的 连续 形式 定义 了 积分 |,o 后 ,就 可 以 象 在 
m 中 一 样 将 积分 折 广 到 更 一 般 的 a 一 形式 去 . 
3. 子 流 形 上 的 积分 。 车。 是 "过 "次 连续 外 微分 式 , 且 有 紧 致 
支 集 pos RISE XL o d M 的 > 维 子 流 形 上 的 积分 , 设 
(3.1.53) F: N—> M 
E M f r HER A TADE M F` o e r HOCRIUE v 上 的 > 次 连续 
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外 微分 式 , 且 有 紧 支 集 , 故 积分 | F o 是 有 定义 的 ,我 们 把 o 在 子 
流 形 FOND 上 的 积分 定义 为 
(3.1.54) "C [rhe 


3.1.10 Stokes 公式 

d m rp F£ MORI RUR SER BU ASK ES T — ^ DG, 
上 的 积分 和 它 的 边界 上 的 积分 之 间 的 联系 . 

例 1 (Newton 一 Leibniz 公 式 ) 设 D= [a,] 是 RR 中 的 一 个 闭 
区 间 ,f 是 D 上 的 连续 可 微 函 数 , 则 有 微 积分 学 的 基本 公式 


(3. 1. 55) [= f@) 一 fa). 
如 用 3D 记 DD 的 有 向 边界 {3) 一 {a}, 则 上 式 可 写成 
(3.1. 56) fn = Í: 


例 2 (Green AR) É D JE: R: c — A40 ECC. KE [8] 5 R2 fg 
一 致 ,用 3D 记 D 的 有 向 边界 ,其 定向 由 D 所 诱导 , 即 3D 的 正 向 与 指 
É D 内 部 的 法 向 量 构成 与 R: 的 定向 一 致 的 标 架 , 设 P.8 是 D 上 的 
连续 可 微 函 数 , 则 有 Green 公式 
(3.1.57) Ë Pdz + Qdy = KE E Santi 
如 命 w = piz 十 Qdy, 则 

do = 2 = Byar A dy 
这 时 (3. 1. 57) 可 写成 
(3. 1.58) b= [io 
例 3 (Ges AO 设 D 是 到 中 的 有 界 区 域 ,其 定向 与 
一 致 ,以 外 法 线 方向 为 正 向 诱导 出 边界 9D 的 定向 , 设 P,Q, R 分别 
是 D 上 的 连续 可 微 函 数 , 则 有 Gauss 公式 
(3. 1. 59) NT + Qdzdz + Rdzrdy 


。97 。 


= NK: T ES + B) dadydz。 
{Ë o = Pdy A dz + Qdz A dz + Rdz A dy, 则 上 式 也 可 写成 
(3.1.60) [,^- [^ 
例 4 (Stokes 公式 ) ” 设 S 是 户 中 一 块 有 向 曲面 ,边界 38 是 
有 向 闭 曲线 ,而 且 as 的 正 向 与 8 的 正 向 法 向 量 符合 右手 法 则 ( 假 
定 民 以 右手 系 为 正定 向 ). 设 P,8,R 是 在 包含 S 在 内 的 一 个 区 域 上 
的 连续 可 微 的 函数 , 则 有 Stokes 公式 


(3.1.61) fpe + Qdy + Rdz = ff 党 = ayas 
3P ƏR aQ _ əP 
c o — 30 T GE a tnt 


如 命 。 = Pdz + Qdy + Rdz, 则 上 式 也 可 写成 
Ge [o= fado 

从 以 上 的 例子 看 出 ,如 果 采 用 外 微分 的 记号 和 运算 , 那 末 通常 
数学 分 析 中 的 几 个 基本 积分 公式 都 有 统一 的 形式 . 下 面 我 们 将 这 
个 统一 的 形式 的 积分 公式 拓 广 到 微分 流 形 上 去 ,这 就 是 著名 的 
Stokes 公式 , 它 在 多 元 复 分 析 中 是 一 个 十 分 重要 的 公式 ,特别 是 在 
多 复 变 函数 的 积分 表示 理论 中 经 常 要 用 到 它 . 

定理 3.1. 11 (Stokes AR) MA n HAERETICOS 
宇 2,D CC M 为 一 开 集 具有 的 C'” 类 边界 9D. f o € CHOD), 
那 末 
(3.1.62) be = Jae 

dB DOXToBBUSURodGEXÍEDE. B. % 的 系数 关 
于 任何 坐标 系统 (5C,9) 都 是 CC N p) 的 , 即 他 们 在 UU DEE 
偏 导数 并 可 连续 开拓 到 0 N D. iD9D 的 定向 是 由 D 诱 导 的 ( 见 定 理 
3. 1. 10). ii) 3. 1.63) 式 左 端的 积分 ， 确切 地 说 是 | co, 其 中 
(: 9D M 是 包含 映射 . 
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证 明 ”由 7D 的 紧 致 性 ,存在 有 限 多 个 正定 向 坐标 系统 (5， 
9). 1C i LER DC UU, BRIE LU; N DAD MRR 
p= G9 2, Hr : U, &7',X D DU C (PEU: —1<r(P) 
二 0}, 命 入 是 0 类 的 ,在 Ui 中 有 紧 支 集 ,使 得 在 D5 上 3) nm 
由 线性 性 ,如 果 我 们 能 证 明 ; 

(3.1.64) | zo = | deo dl 
pu, 


ən, 

那 末 立 得 公式 (3. 1.63). 

情形 1: Usb Q4 ET ERGdnEe-(GC.)0J Xo 
P laon f& 9D XE 9D (| U ENEE 8] A ER £ CT E Co" Oto) 
= Diodi A … A [4] A … A 好 (注意 符号 [db] de hlc ft 
分 dt) ,其 中 系数 9 € c ,并 在 有 D) 中 有 紧 支 集 ; 那 末 

(P) e (0) = gi (0,6, Gdto A … A dt. 

由 (3. 1.35) 


(97) aG) = d[ (971) 1o] >) (— 07 Wa A = A dt, 
121 j 


由 于 9XO f1U) C (t€ m, — 1<t <0), HG. 1. 46), (3. 1. 43) 
和 gi,…9, 的 支 集 条 件 可 知 ` 


nd BI it ee 

($1.65) J, re 3c p eds EX di. 
由 微 积分 基本 定理 

0 
(3. 1.66) f Midt, = e(t) — aC Lotos sta) 

-1 Ni 

= g (Ortasha), 
H 
Ən, _ . 
(3.1.67) EU Mjc2, 
2 3t, 


由 于 当 Jj 之 2 时 ,% XT DECR A 


NICO = [nsn 
pni w 


。99 。 


= | t" (Xo). 
aone 


情形 2: uQ D= D. 我 们 可 假设 VCD. 由 此 | ED 


apn 

所 以 如 果 上 | d(Xiw) = 0, 那 末 (3.1. 64) 成 立 . 这 可 以 从 情形 1 的 计 
算 中 将 (3. 1. 65) 式 右 端的 积分 域 代 以 所 和 利用 这 时 (3.1.67) Xt j 
= 1 也 成 立 这 个 事实 知道 . 口 

当 M 是 紧 的 时 ,我 们 可 以 在 定理 3.1.11 中 取 D = MM, 这 时 3D 
= D. 由 此 我 们 得 到 : 

推论 3.1.1 命 必 为 一 n 维 的 CW 类 紧 流 形 . 如 果 o € 
c, (M), JE 


| do = 0. 

逐 块 CO 边界 的 情形 Stokes 定理 容易 拓 广 到 具有 逐 块 CU 
边界 的 区 域 D CC M, 它 可 如 下 定义 :存在 0D 的 有 限 复 盖 {U,…， 
U) 和 函数 wm € c (U) 使 得 
G3.1.68) DN (UO = (z€ UL nG) <0， 对 所 有 的 ;和 
z€ UJ), 

又 对 人 1，,… ,4) 的 任何 子 集 伺 ,… ,i,) 我 们 有 

(3.1.69) dr, A … A dr, EO EU, N QU, EREI € 
COU) i = dl) 称 为 D 的 标 架 . 注意 (3. 1.60 表示 当 )， > 
dimm 时 上 N = NU, = 人 .而 且 ,每 一 集合 27, 一 (z€ Ui r,G) 
= 0) 是 以 的 一 个 C" 类 子 流 形 ,条 件 (3. 1.69) 常 称 为 流 形 >),. 1 
< ¿< t, E: BR 882 XU Gntersect transversally ) ,或 者 说 是 处 于 一 般 
位 置 (general position). W S, = aD N >7,, 88 Z əp 二 U15. 5; 在 


D) 中 的 内 部 人 是 一 Co 类 流 形 , 它 具有 由 诱导 的 定向 . (读者 可 
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以 证 明 S K HE), 的 一 开 子 集 具 有 CO 光滑 边界 ) 对 o € 
C), (D) 我 们 定义 


1 


J.° = IE 


只 要 将 定理 3.1. 11 的 证 明 适 当 修改 ,就 可 以 证 明 Stokes 定理 仍然 
成 立 , 也 就 是 
[^ = [io 


3.1.11. 链 , 同 调 群 

流 形 M 上 的 逐 块 光滑 曲面 可 以 训 分 为 连续 单 形 . 微分 流 形 M 
上 的 P 维 连续 光滑 单 形 (P 一 单 形 ) FERE o» — CAD Kn Ae 
是 RP 中 的 直线 单 形 , 例 如 :人 p= (t= (t) € R62: 0,6 + 
十 tp 过 1);g : Ar > MM 是 连续 微分 映射 ,而 且 单 形 具有 由 坐标 
Rara aid 如 果 在 Ar 的 邻 域 选 取 另 一 坐 


Bon OREL LIFE IE 


3. < O mt, RE X50903 El. JE o, 取 相反 的 定向 时 记 为 or- 有 


限 个 可 定向 光滑 连续 P dai iid 
(3.1. 70) = mp, 


其 中 m 为 整数 , 称 为 光滑 连续 p — 链 ( 有 时 为 了 方便 考虑 具有 实 
E 流 形 M 上 的 P 链 全 体 构 成 一 Abe | RE CrM). 

= GA 的 承载 单 形 理解 为 集合 lol = gA) E. 1.70) 
的 承载 锋 理 解 为 集合 le = Ü, loj? |. Ei P 一 单 形 o, 的 边缘 理 


解 为 (P 一 1) 一 单 形 o2; = (CAs gla, ,其 中 A JERE 

A» BJ (P D 维 边缘 .选取 R D Ar PRIRA snnt EX or 

的 定向 ,使 得 边缘 AP. 位 于 平面 4 = 0 并且 在 点 上 E A, £ ax 

0. BPRS tst 定义 边界 osi 的 定向 , 它 和 0 的 定向 协调 , 定 
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向 单 形 or 的 边缘 称 为 (P 一 D 一 链 ,由 它 所 有 协调 定向 的 边缘 组 
成 :aor = of. RECS. 1.70) 的 边缘 由 公式 ac 一 > mae? SE X. 


具有 性 质 

(3.1.71) aacv = 0. 

£ y € C, CM) RHR, WME əy = 0. 性 质 (3. 1. 71) 表明 边缘 链 是 
一 个 循环 . 循环 y 称 为 同调 于 零 (y ~ 00 ,如 果 存 在 一 链 C 使 得 2C = 
y. 循环》 称 为 弱 同 调 于 零 ( =ç 0) ,如 果 对 某 一 正 整 数 ¢ 有 ky — 0. 
j Z,(M) = (y € CM) : 3y = 0} ;B,CM) = {3C : c € Ca (OD). 
T Ë H,CM) = Z,(M)/B,(M) 称 为 流 形 M 的 P 维 光滑 连续 同调 群 . 

流 形 M 和 之 间 的 微分 映射 
(3. 1.72) f:M— N 
使 得 M 中 的 单 形 o, = (Ar,g) 和 六 中 的 单 形 了 (or) = (A, f ° g) 
对 应 . 同时 定义 了 一 个 同 态 f:CrCM) 一 CP (N). 

流 形 M 和 de Rhan 上 同调 群 ”微分 形式 %。 称 为 闭 的 ,如 果 do 
= 0; 如 果 存 在 一 微分 形式 使。 二 dp, 则 o 称 为 恰当 的 ; 闭 光滑 己 
一 形式 的 集合 记 为 ZCM) ,恰当 光滑 P 一 形式 的 集合 记 为 B*CM). 
由 外 微分 的 性 质 (定理 3. 1.14 和 定理 3. 1. 6) 得 到 群 (向 量 空间 ) 
的 包含 关系 :B87CM) C Z (M) C 9* (M). (注意 在 此 以 2 (M) BX: 
滑 的 P 一 形式 空间 CEP (MD). 

商 群 H^CM) = Z' CD / B' (M) 称 为 流 形 M 的 de Rham P 维 上 
同调 群 , 它 的 元 素 称 为 上 同调 类 . 两 个 属于 同一 上 同调 类 的 形式 
oso 称 为 上 同调 的 (o, ~ o). 

微分 映射 (3. 1. 72) 诱导 一 群 同 态 

fig OD > 9 OD, 
按 下 面 的 方式 定义 . 设 z = Gurr) — Gn) EBRU V, 
中 的 局 部 坐标 ,点 a € M. € f(a) € N, 又 形式 6。 € 9 OO XL 
形式 
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o() = M a, Gg, dy, 
L'une 


那 末 在 U, 中 
(3.1.73) F (o) (z) = eG) = 
= Ya, QG)Mg, (z) A … A 


ipei 


dy, (z), 
其 中 dy) = >z arr 
微分 形式 沿 光滑 单 形 和 链 上 的 积分 和 上 一 段 (3.1. 10) 中 
讨论 Stokes 公 式 (定理 3.1.11) 时 类 似 ,C” 类 P 一 形式 沿 光滑 P 单 
J o» = Goo 的 积分 ,由 等 式 
(3.1.74) | o= : no IN AG, A … dtp. 


定义 ,其 中 400t 人 … A dt, = g (0) J: A, C R EWER UR 
形式 表 成 
(3.1.75) o) = > a. GMz, NN dn, 


那 末 


9G, ym) 
(3. 1. 76) AD = D us re) TRE 


(3.1. 74) 中 的 最 后 一 个 积分 理解 为 R 中 通常 的 P 重 积分 . 显然 
(3.1.74) 关于 流 形 的 局 部 坐标 的 选择 和 单 形 的 参数 的 选择 是 不 
变 的 .形式 o 沿 链 (3. 1. 70) 的 积分 由 等 式 

(3.1.77) | = Mn NC 

定义 . 注意 , 流 形 M 上 的 每 一 个 紧 致 的 逐 块 光滑 的 可 定向 曲面 都 
可 以 痢 分 成 光滑 单 形 , 即 表 成 链 C» € CM). 

由 同 态 子 和 了 的 定义 的 公式 (3. 1. 74) MG. 1.77) 立 得 


定理 3.1.12 (变量 替换 公式 ) 设 了 = Mo N 为 流 形 的 映射 ， 
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y € CM) , 那 末 对 流 形 N 上 的 每 一 个 CV 类 形式 。 有 
(3.1. 78) | f (o) =Í š 
?二 £o 


因此 , 同 态 了 和 于 关于 积分 是 对 偶 的 . 由 同 态 & 和 3 的 对 偶 性 可 以 
证 明 

定理 3. 1. 13 (Stokes 公式 ) WM o ERE M 上 的 Co 类 尸 一 
形式 ,又 ce CM) 那 未 
(3.1.79) j^ - [io 


推论 3.1.2 46 当 形 式 沿 循环 的 积分 等 于 零 
推论 3. 1.3 ” 闭 形 式 沿 弱 同 调 于 零 的 循环 的 积分 等 于 零 ， 


$32 复 流 É 


定义 3.2.1 OE DEO. n 维 复 流 形 M 是 一 个 Hausdorff 拓扑 
空间 MM 具有 一 个 复 坐标 卡 集 -x = 二 (Usp) : i € D) ,其 中 配对 (Ci， 
90 由 M HFR U M U E O 的 开 子 集 的 同 胚 映 射 组 成 ,使 得 
(3.2. 1) M =UÚ,U,; 
(3.2.2) 9,* ei : aU f) U,) — o. f) U) 
是 0" 的 开 子 集 间 的 双全 纯 映 射 , 对 所 有 i,jE€ LR UL QU; E D. o 
也 称 为 对 M 的 复 结构 的 坐标 卡 集 . 

全 纯 函 数 和 复 流 形 之 间 的 全 纯 映 射 象 上 一 节 ce 流 形 时 一 样 
用 一 坐标 卡 中 的 坐标 系 表 示 . 我 们 用 AM) 记 M 上 的 全 纯 函 数 空 
间 . 从 复 流 形 的 开 子 集 U 到 "的 开 子 集 的 双全 纯 映射 9;U 一 p(U) 
CC 称 为 全 绅 域 ( 复 ) 坐标 系 . 

显然 4 维 复 流 形 M 具 有 一 自然 的 2x 维 C™ 流 形 的 结构 ;任何 全 
纯 坐 标 系 p = G, z) 都 诱导 一 O BRR G poty) 其 
rB z; = z, + iw; 1 < j< n. BUE $ 3.1 所 讨论 的 内 容 都 可 以 应 用 到 
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复 流 形 去 

例 3.2.1 C" 是 zx 维 复 流 形 , 它 的 任何 开 子 集 , 特 别 是 C 中 的 
域 显然 也 是 复 流 形 . 

例 3.2.2 二 维 定向 的 ( 实 ) 曲面 是 一 维 复 流 形 . 

我 们 假定 曲面 是 0~ 的 并 定义 一 正定 的 Riemann 度量 ds". 根据 
Korm — Lichtenstein 定理 , 一 定 存在 局 部 的 等 温 坐 标 Cisothermal 
coordinate)z, 使 ds? 局 部 可 表 为 

ds? = A (dz? + dy!),A42 0 
或 ds? = jzdzd z,z = z + iy. 
又 曲面 的 定向 由 


dz A dy = dz 人 dz 


给 出 . 在 两 个 等 温 坐 标 邻 域 相交 处 , 必 有 
Xdzd 2 = ds? = pedwd w,w = u + iv. 
所 以 dw 只 能 是 dz 或 4z 的 倍数 .如 果 复 坐标 z: 和 w 给 出 曲面 的 同一 
个 定向 , 则 dw 必 是 4z 的 倍数 , 即 dw = fdz, 因 此 w 是 :的 全 纯 函数 . 
由 此 可 见 , 二 维 定向 曲面 必 有 复 流 形 构 造 ,使 它 成 为 一 维 复 流 形 . 
一 维 复 流 形 又 称 为 Riemann 曲面. 
例 3.3.3 复 射影 空间 P 
C++ 室 间 中 的 一 维 子 空间 ( 即 复 直线 ) 全 体 组 成 的 空间 称 为 复 
射影 空间 , 记 为 PCY 中 的 复 直 线 可 用 CH 一 (0) 中 的 一 点 表 
PECH 一 (0) 的 元 素 之 间 定 义 如 下 的 关系 一: 
Gt zai) ~ Gn y vua) 
当 且 仅 当 存在 非 零 复 数 A, BE 
Cantina) = ACW s+1) 
容易 验证 ,这 是 等 价 关 系 , 复 ” 维 射影 空间 P, 就 是 商 空间 (C0"*' 一 
{0))/ 一 ,其 中 的 元 素 记 作 [za sn 数组 (2，…,z+0 称 为 点 
[z1,… ,有 41] 的 齐 次 坐标 ,它们 被 P, 中 的 点 确定 到 差 一 个 非 零 复数 
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因子 . 
命 
U, = {[z1°% san] 75 0). 
MJ U, B P. 的 局 部 坐标 邻 域 ,用 4 十 1 个 邻 域 Ul 三 i 过 十 1) 就 
可 盖 满 已. 在 以 中 
Las sz] = i a 
= a[i tóir s 1641 4] 

其 中 


¿=Z,1<;j<n+1,j# 


因为 T DLRCRL EGRE PA MIU BEDA RT RE e en ee RR U: 
KRRB lg — 4 U, 和 C" 是 同 胚 的 . 命 U, RASEN m 
0, nea WA U, N U > @ E ERE 


它们 都 是 全 纯 函 数 ,因此 P. 是 一 4 维 复 流 形 . 

复 一 维 射影 空间 P, 看 作 二 维 实 流 形 时 ,通常 称 黎 曼 球面 , 因 
为 Pi 可 以 作 两 个 坐标 域 Vo,v 盖 住 ,而 且 Uo 与 P 只 差 一 点 P 二 [0， 
1],Vo [E] i: F: Gauss 复 平 面 , 所 以 黎 曼 球面 P, [8] IE F Gauss 复 平面 
的 一 点 紧 致 化 , 即 二 维 球面 S°. 

复 流 形 的 定向 ”我们 把 4 维 复 流 形 M 看 成 2 维 的 实 流 形 ,p 
“p71! 的 映射 函数 n Gaz eg Gn mz 是 全 纯 函数 , 命 

galz) = fa + ifa a = 1,2,*,n 
则 fi rie za) etf Gt 是 把 于 看 成 实 流 形 时 mp sor 的 
Wet eg 3. EP z. = z, 十 iz+oa 一 1,2,… 沪 这 时 局 部 坐标 变换 
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的 函数 行列 式 det P — |det E |P ORE CBE RE 1. 19 8 1. 
4.2). 所 以 复 流 形 必 是 可 定向 的 


8 3.3 HERMOD 型 微分 形式 


设 凡 是 一 " 维 复 流 形 ,其 局 部 坐标 为 (2，…z)， 命 了 一 于 十 
JFIMyp j= Mun dg M WEA P € M fB USE B] T,M 中 ,局 部 
BERGE ，… 2) WERGE, e) 一 Cz iz) 诱导 出 变换 
Gs 了 Zi 

ap y Ən 9r 
aanwera| 7, | 为 有 景 ,我 们 有 下 面 的 定义 

定义 3.3.1 设 V 为 实 的 2n 维 线性 空间 ,如 果 V 存在 一 个 自 
同 构 /满足 呈 一 一 二 则 了 称 为 了 的 一 个 复 结构 ,显然 ,如 7 了 是 " 维 
复线 性 空间 , 则 yo = i € V) ,就 是 它 的 一 个 自然 复 结构 . 同样 ， 
dn M Æ n HEN UE DUC. 3. D 就 是 TeM 的 一 个 自然 复 结构 . 

设 / 是 了 的 一 个 复 结构 ,7 是 一 实 22 维 的 线性 空间 ,考虑 了 的 
复 化 VOCE + 证 ), 这 是 一 个 复 的 20 维 空间 ,将 J 自然 扩充 到 
v@c ids, Bl JC + if) = Ja UB, V a, B € V 3I J 仍然 满足 


由 一 一 上 在 v@c HARTIE LREN a +ip=a— ipa, 


B EV, 在 此 运算 下 ,J ERR B= 22, z € V @c. 

根据 线性 变换 的 Jordan 标准 形 理论 ， V @C 可 以 分 解 成 关于 J 
的 根子 空间 的 直接 和 . 如 和 是 7 的 一 个 特征 根 , 则 根子 空间 = 
(X| (J 一 和)"z = 0}, 对 某 — m. 我 们 有 下 面 的 定理 

定理 3.3.1 Vgc = V Q V; dim, = dimV -， = s. 

证 明 ” 设 4 是 J 的 特征 根 , 则 由 一 一 1， 易 知 入 二 一 1, 
= + i. BAO + iD: = 2i(J + il) A8 根子 空间 都 是 维 . 

. 107 * 


1,2, 


EPF, IR Ja = iz, W| Jz = Jz = iz =— iz,Bl V, = Vs Bi 
两 者 的 维 数 一 样 . 口 

推论 3. 3. 1 f W = (z € V@c| G — iD)z = 0) = ker (g — 
il), WJ 
(3.3.2) v@c=w@w 

定理 3.3.2 1E (3.3.2) R, W = O + iDV QO) = mU + 


il) ,W= Im(J — iD. 

证 明 BAHI = (J —i)(J + i) = 0, 因 而 Im(J + u) 
CW, AR Im(J 一 i) C W. 55 —Jr ifi dn W, = Im(J + iD, Ws 
= mU — iD ISTE V QC = W, Ws RRAN I = AU + D) 


E ie- iD ,同时 ,如 果 z € mM + iD f) ImQ — i) Bla = GJ 


二 DY = G — iDY WG + yy = Q + i) G — iDY = 0,(B (J 
Td = 2i(J + il), Nf z = 0. 故 有 v@c= w... BH E E 


3.1. 1 & W, € ww, C W sp Ri W, = ww, = W. 
定义 3.1.2 fE V (@C rh W = mU — i) 称 为 (1,0) 型 的 向 


di W— Im(J + i) 称 为 (0,1) 型 的 向 量 . 
$3133 


ya9 = {r — iz|z € V) 
(3.3.3) 


VoD = (r + iJz|z € V) 
证 明 EBRUa ip e vo = Wap € V, WIB W HENT 
得 


J(a + iB) = Ja + iJf = i(a + if) B + ia, 
即 我 们 有 a = JB. = 一 Ja, 因 此 
at+ip=a— iJa € (z — Uz|z € V) 
另 一 方面 , 易 知 fz — igz|z € V) C W. 
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推论 3.3.2 存在 z1,…,z, ETV, 使 {z1…,z,,Jz…  Jz,) 组 成 V 
的 一 组 基 ( 实 ). 

WEB] HAVO = {z 一 iJzlz EV) 的 复 维 数 是 n, 因 此 存在 
ze z € V fË z, — numm, iJ Enp + dz ez + s, $B pR, 
V@c0—#3E,I nnn nen 不 过 是 这 组 基 的 线性 组 合 
而 已 ,它们 仍然 是 线性 无 关 的 . 

现在 将 上 述 讨论 应 用 到 复 流 形 , 设 几 是 一 复 流 形 , 对 一 点 PE 
M , 取 忆 点 的 切 空间 TrM 为 上 述 诸 定理 中 的 线性 空间 六 设 (2 sns 
2) 是 P 点 邻 域 的 复 局 部 坐标 , 令 半 一 守 十 六, 则 由 定义 3. 3. 1,T,M 
的 自然 复 结构 为 
(3.3.4) JG = ap Gr? Bj = bie 
在 此 复 结构 下 ,其 (1,0) 型 和 (0,1) 型 向 量 分 别 为 


Ə 9 9 9 
(3.3.5) A'"(TpM) {去 MOD G) 
2 9 2 .9 9 .9 
(i+ a xx 
=@cZ.a= 1,2， n 


F]8 (3.3.6) — a" (T4 -Q0c3 a = 1,2, 
显然 ,这 个 表达 式 ,在 复 流 形 的 局 部 坐标 变换 下 是 不 变 的 , 即 
当局 部 坐标 由 (2, 2) 变 为 (w',…,w') 时 有 
(3.3.7) — A" (TM) =®C = =@c xa 212,2 
2 


(3.3.8  a™ (TUM) =@ c — 
az? 


TERRE 


总 之 ,我 们 有 
(3. 3.9) T,M Gc = AUAM @ a™ HM) 


-Ocz ec. -—1,2,. 
3z” 
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切 空间 TM 的 自然 复 结构 诱导 一 下 7; M OC 的 自然 分 解 如 

T: 

(3.3.10) TEM O = A'* CT; M) D a" Cr M), 

AS (T2 M) 为 (1,0) 型 的 1 一 形式 空间 ,其 中 心 "(77M) 为 (0,1) 型 
的 1 一 形式 空间 ;全 纯 函 数 的 微分 是 (1,0) 型 的 1 一 形式 ,如 (2， 
C£) dé PO€ M 点 近 旁 的 全 纯 坐 标 , 则 {dzl,…,dr) 定义 
APT? M) B — AIE, ESEZ B] AUCI; M) 即 AP CTE M) 的 基 为 
(dz, dz"). 

我 们 可 以 将 (3. 3. 10). 推广 到 更 高 次 的 微分 形式 去 . 在 点 已 的 
任 一 复 值 一 形式 o 都 是 > 一 形式 o, A … A o 的 线性 组 合 ,其 
H o; € T; M QC. RRG. 3. 10) RITE o, — o't oj ror, 
€ A" fio; € A" dili TA o RTEASE m A A s JEE S 
其 中 广 是 (1,0) 型 的 或 者 (0,1) 8409 1 j< r.r ÉR o POS E: 
(Go) 型 的 ,p 十 9 一”, 如 果品 可 以 写成 7 一 形式 ww 人 … A A 


@, À … A os 的 线性 组 合 ,其 中 所 有 0 是 (1,0) 型 的 (因此 最 后 9 


个 因子 是 (0,1) 型 的 ). 我 们 记 点 P 的 (p,q) 型 形式 的 空间 a3, 并 记 
Ci 为 ORM 的 子 空间 , 它 由 每 一 点 的 (?,9) 型 形式 组 成 . 可 知 


(3.3.11) C^ OD) = @ COD 
t 

x 

(3. 3. 12) g 'OD = Q CHM) 
»q20 


注意 COD = (0), p fl q > n = dimM. 
GHz 是 UV 上 的 全 纯 坐 标 , 那 末 dz € CTU), < j 
< n; H — (p,9) 一 形式 wE Ch U) 有 唯一 表示 
(3.3.13) o= aam, Nm A da, A dz, A A 


i << < 


dzi, 
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<` 
1<> < 


其 中 系数 oo € coq». (3. 3. 13) 可 以 写成 更 紧凑 的 形式 
(3.3.14) o= Jlandzadz", 


其 中 求 和 是 对 {1,…，,7) 中 所 有 严格 增加 z 一 重 数组 /和 9 一 重 数 
组 了 进行 的 . 

关于 0 的 定向 考虑 个 复 变量 z = Go 的 空间 C", 
EP z, = z, + ink = 1, n, ESTER C 的 定向 使 得 
(3.3.15) E Nc A dz Nd NN dy = 


- c iy] dza hm A dz. A da À = A da > 0. 
D 的 边界 2D 的 定向 是 由 了 的 定向 诱导 的 . WMR p = (z r(2) < 0), 
其 中 7 是 在 aD 的 邻 域 中 的 一 GO 283218 RC EE aD 上 dr = 
gradr = (r! iter 0, , 那 末 我 们 记 əp € ce. 由 Stokes! 公式 
caue C p| Ye Dina A = A deni A do 


No A dz, A dés A = A dé > 0. 
注意 有 些 著作 是 选择 C 的 定向 使 得 
(3.3.17) [i A dp Nm A dz À dy, = 


(一 if dz Mz A Mz, Ndz, > 0. 
D 


容易 看 出 按 这 个 定向 计算 的 积分 和 按 (3. 3. 15) 的 定向 计算 的 积 
分 相差 pe 因子 (一 1e», 


§ 3.4 ”向 量 从 和 全 纯 向 量 从 


本 节 我 们 介绍 复 流 形 上 的 复 向 量 从 和 全 纯 向 量 欠 的 概念 
定义 3. 4.1 《 复 向 量 从 )Hansdorff 拓扑 空间 已 称 为 复 流 形 M 
上 的 秩 为 > 的 复 向 量 从 ,如 果 存 在 一 连续 映射 (投射 )z:8 习 以, 满 
-llle 


足下 列 三 条 件 ， 

DE» = 4 (),N P € 1 ,是 一 个 复 的 7 维 线性 空间 , 即 g, — 
C0". Er 称 为 E 在 P 点 的 纤维 , 换 句 话说 ,在 上 的 每 一 点 附 上 一 个 7 
维 的 复线 性 空间 . 

2) ”对 每 一 点 PE E, 存 在 P 的 一 个 邻 域 U, 使 U 上 的 所 有 纤 
维和 U x C 同 胚 , 即 存在 同 胚 映射 po 
(3. 4.1) quU X C — a (U) 
满足 

Xo TE) 一 zzEUecCr 

D 对 忌 站 三 天 好 的 两 个 局 部 邻 域 C,P, 存 在 一 个 c° 映射 

qw iU N V > GL(r,C) XE C PH e € ce € cr 使 


(3. 4. 2) qu(P,&) = w (P,¿),P € U n V 
成 立 的 充 要 条 件 是 
(3.4.3) & = &gw (P), P € U N V. 


其 中 oo 看 成 是 + X r 非 异 矩阵 , 称 为 连接 函数 ,连接 函数 guv 满足 
相 容 条 件 : 
g£w(P) = gW(P),PEVUNTVzG, 

(3.4.4) — gu (P).gw (P) * gw (P) = I,P € ü DY v (0 W z @. 

B HEA E— M AKE, M,a), eri E RAAS, M 
称 为 底 空间 ,r 称 为 从 投影 ,C" 是 纤维 型 . 

在 上 述 定义 中 的 邻 域 U 和 同 胚 映射 qo 一 起 通常 称 为 向 量 从 
(E, M ,z) 的 局 部 平凡 化 邻 域 . (3. 4. 2) 和 (3. 4. 3) 表明 ,M 上 任 一 
点 的 纤维 中 的 向 量 在 不 同 的 平凡 化 邻 域 中 有 不 同 的 坐标 ,坐标 之 
间 的 转换 关系 由 连接 函数 表征 , 它 只 与 该 点 有 关 , 而 与 纤维 中 的 向 
量 无 关 . 
. 复 向 量 从 一 以 的 定义 中 主要 的 是 连接 函数 . 事实 上 ,只 要 给 
出 一 组 局 部 平凡 化 邻 域 及 满足 相 容 条 件 (3. 4. 4) 的 一 组 连接 函 
数 ,就 可 以 将 同一 纤维 中 的 向 量 在 不 同 坐标 邻 域 中 按 (3. 4. 2) (3. 
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4. 3) 等 同 起 来 而 得 到 一 个 复 向 量 丛 已 

在 上 述 定义 3. 4. 1 中 如 果 gw 是 复 全 纯 函 数 , 则 可 得 到 全 纯 向 
量 从 ,也 就 是 我 们 有 下 述 全 纯 向 量 从 的 定义 : 

定义 3.4.2 (全 纯 向 量 从 ) ”在 复 向 量 从 的 定义 3.4.1 中 ， 
将 连接 函数 gw 由 C” 映 射 :0 N V — GL(7;C) 改 为 全 纯 映射 :UV Y 
V — GL(r;0) ,其它 照旧 , 则 此 时 的 向 量 从 E 称 为 M 上 的 全 纯 向 量 
A. 

同 理 , 对 c> 微分 流 形 也 可 以 类 似 地 定义 C7 向 量 丛 . 

注意 , 复 向 量 从 一 M 的 秩 ( 即 每 一 纤维 的 复 维 数 )>, 一 般 并 
不 等 于 只 的 维 数 .> — 1 的 复 向 量 丛 称 为 复线 从 ,而 7 一 1 的 全 纯 向 
EAKA EARRA. 

例 3.4.1 平凡 从 

E = M X C 称 为 平凡 从 ,这 时 z+ 是 自然 投射 

x;,E= M X ' — M, 

连接 函数 gw = 1. 

$j3.4.2 HA 

这 是 一 个 最 重要 的 向 量 从 ,也 是 向 量 从 概念 的 背景 , 设 M 是 
实 微 分 流 形 ,V。 是 M 的 一 组 局 部 坐标 邻 域 ,M =UV. it VU。 的 局 部 
坐标 为 (z!，…,z") ,Us 的 局 部 坐标 为 (YY snm unm P € U, nu, # 
@, 取 P 点 的 切 空间 TpM 为 Er BAS E, = TrM. EU. 和 同 胚 映射 

qu;U, X R'eU, X TM 

取 为 平凡 化 令 域 , 任 取 &€ kia EN X RAU, X R' ; HB 
不 同 的 坐标 表示 ,前 者 为 < 一 DE 起 ,后 者 为 一 yle 2 a BT 


(3.4.5) ¿= Xe = Ses X xx 
所 以 
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ari 20) _ 
2 9 aw| [a 
(3. 4. 6) ES T asawa o =p, 
E ap 
£) [3 æ |l; 
E" = ar | > 
即 连接 函数 
ar! Lu 
9 ay 
(3. 4. 7) Qu) = | +e 
as a 
ay 


当 M 是 一 个 * 维 复 流 形 ,pE U, N U, > CO nU. B) FAS 
标 为 (2,…,z),Us 的 复 局 部 坐标 为 (ol…x)， 命 E, = 


(Değ e € 0), 那 末 得 到 的 向 量 从 是 一 个 全 纯 向 量 从 ,这 是 
因为 连接 函数 
az! az 
E" ET 
(3. 4. 8) E [Sasa gasas 
ae 027 
du gu* 
是 P 的 全 纯 函 数 . 


这 一 向 量 从 并 不 就 是 以 的 切 从 ,因为 Bs 只 是 以 在 P 的 切 空间 
中 由 (1,0) 型 向 量 组 成 的 子 空间 . 这 个 从 我 们 称 之 为 复 流 形 M 的 
LAA, iE TO (M). 

例 3.4.3 全 纯 余 切 从 7T* (M). 

设 M EARE, (Ua) 是 M 的 一 组 局 部 坐标 邻 域 W = UU., 
设 忆 的 复 局 部 坐标 为 (:,…,z) UL BL RERBA SO Qu nw) P 
€ u, N Us 关 坟 , 则 按 下 述 方法 决定 的 向 量 从 称 为 全 纯 余 切 从 . 

取 纤 维 E, = {J adz} 
平凡 化 邻 域 为 0。,Vs MEERA 
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Pa:Ua X C = (pia ta) e E, = 07 (p € U, N U, 
gj iU, X © = (pybi, b) E, = 87! (p), p € Ua N Us 


H 
ow 
(3.4.9 Dodw = Dio Siz = Dada 
可 知 连接 函数 为 
(dw! gu^^ 
as 7U Ən 
(3. 4. 10) qu) — |o 
ai ut 
v az 22) 
它 是 7 的 全 纯 函 数 . 


由 例 3.4.2, 例 3.4.3 说 明 当 是 M 上 的 切 从 时 ,其 连接 函数 
gos 是 由 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 组 成 的 . 余 切 从 的 连接 函数 恰好 是 
go 的 转 置 逆 和 矩阵 ,所 以 我 们 称 余 切 从 是 切 从 的 对 侦 从 . 


§ 3.5 ”向 量 从 的 联络 和 曲率 


定义 3.5.1 (截面 ) 设 x:E 一 M 是 复 流 形 MM 的 7 维 复 向 量 
从 ,GC MM 是 一 开 集 .映射 S:G 一 8 称 为 复 向 量 从 (8,M,7) 在 G 上 


的 截面 ,如 果 

(3.5.1) noS) = P,V P € G. 

Tn RU, J: M 的 一 组 局 部 平凡 化 邻 域 , 那 末 S Lone, 可 表 为 
(3.5.2) (G,S,(P),.,S(P)) € U, X C 


DIL SCP) j= Leor XT P ELE I$; S 2 nu 
果 对 P 是 C0” 的 , 则 称 S 是 光滑 截面 .今后 的 讨论 ,除非 特别 声明 ， 
所 有 截面 都 假定 是 光滑 截面 
将 0 中 怠 值 截面 的 全 体 记 作 T(V,E), 当 不 强调 截面 的 定义 域 
是 整个 流 形 M 或 的 某 一 局 部 时 , 则 简 记 为 (8). 
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一 组 7 个 截面 (S,,… ,5,) 称 为 其 定义 域 上 的 一 组 标 架 场 , 如 
果 对 定义 域 中 的 任 一 点 z,S1(z),…,S,(z) 在 E, 中 都 是 线性 无 关 
的 , 则 S. (2). Cr) 组 成 5 的 一 组 基 . 显然 , 当 取 定 一 组 标 架 
S ='(S1,. S) 
时 , 那 末 任何 截面 < € rE) 都 可 以 相对 于 S 表 成 


(3. 5. 3) £= Des, G) = (un EIS. 


HEE rU,E), EEX 它 并 不 依赖 于 截面 标 架 场 的 选择 . 如 
RS ='(S'1,…,S',) 是 U 上 另 一 局 部 标 架 场 , 则 可 设 
(3.5.4) S! = AS. 
其 中 


这 里 a 是 U 上 的 光滑 函数 ,并 且 detA Æ 0. E 5 € TQUE) 在 标 架 5 
fs 下 的 表示 分 别 为 6 二 《如 ,… 人 ) E = E rE D MRA 
ES = £85, AS = 68, 
所 以 4 E F (U,E) 在 不 同 标 架 下 的 表示 有 下 述 关 系 
(3.5.5) £ = EAM. 
要 对 向 量 丛 的 截面 , 即 流 形 上 的 向 量 场 进行 微分 ,必须 在 向 量 
从 上 引进 所 谓 “ 联 络 ” 的 结构 ,使 得 复 向 量 从 5 的 截面 的 微分 还 是 
EHRE RITE FEN 
定义 3.5.2 (联络 ) 向 量 从 5 上 的 联络 是 一 个 映射 
(3.5.6) D:r(E) > T(T* (M) @ E), 
它 满足 下 列 条 件 : 
D 对 任意 的 5S1,S; € T(E) 有 
D(S, + S2) = DS, + DS», 
2) X} S € F(E) 及 任意 的 fE C~(M), 有 
DCfs) = df Q S + fDS. 
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车 z 是 复 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ,S € T(E), 命 
(3.5. 7) D.S = (z,DS), 
其 中 记号 (,) di T (M) I T° (M) 之 间 的 配合 , 则 D.S E: EWR 
面 , 称 为 截面 S 沿 切 向 量 场 z 的 绝对 微 商 . 

由 (3. 5. 3) 每 一 截面 都 可 以 由 标 架 场 线性 表示 ,因此 要 确定 
D, 只 需要 对 一 组 标 架 S —'( 5) 给 出 DS 就 可 以 了 ,在 局 部 
上 ,联络 是 由 一 组 一 次 微分 式 给 出 的 . 设 U 是 MM 的 一 个 坐标 邻 域 ， 
局 部 坐标 是 z,1 < í < x. 显然 在 每 一 点 P € U, 
(a2 5,,1 < i < n,1 < a < r) 构成 张 量 空 间 T; QE ER. 

因为 DSa EMA Ti (M) @E 在 VU 上 的 局 部 截面 ,所 以 可 以 命 


(3.5.8) D$,— > ridz®s,, 
gin eg 
Hp ri 是 VU 上 的 光滑 函数 , 记 
(3.5.9) a= Draz, 
则 (3. 5. 8) 可 写成 
(3.5.10) Ds, = Sa Gs, 
Los 
引进 矩阵 记号 ,以 便 使 计算 简化 , 命 
[ol - cw 
(8.5.11) dex Uer e | De 
o o 


则 (3. 5. 9) 式 可 记 成 

(3.5.12) DS = o @ s 

HRE o 称 为 联络 方 阵 , 它 依赖 于 局 部 标 架 场 的 选取 . 
当 吕 给 定 后 ,如 上 一 505, € F(E), WJ 


(3.5.13) Ds = Sat? + Mitos, 
= = 

或 简写 为 

(3.5.14) DE = d£ + £o. 
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WAS ='(Sr 1,…,S',) 是 0 上 的 男 一 个 局 部 标 架 场 , 则 可 设 
S' = AS, 
其 中 4 为 (3.5. 14) 中 的 A. 设 联络 也 关于 局 部 标 架 场 8' 的 方 阵 是 
o , 则 由 联络 条 件 得 到 
(3. 5. 15) DS' = dA @ S + A- DS = (dÀ + À A* o) @ S 
= (dA A -FA*o* A708, 

所 以 
(3. 5. 16) @ —dA* A! + Aso A, 
这 就 是 联络 方 阵 在 局 部 标 架 场 改变 时 的 变换 公式 . 

对 (3. 5. 16) 式 求 一 次 外 微分 , 则 得 
(3.5.17)do + A— o A dA = dÀ A o + AÁ ° do, 
EPE E£ 2 [BJ FR A " deo EE Pee HRS , TER BJ BUR PE BL. 
再 由 (3. 5. 16) 

dA=o *A—A*o0 

以 之 代入 (3. 5.17) 式 则 有 
(3. 5. 18) (do! —o Nad) A= À ° (do — o A o). 

定义 3.5.3 (曲率 方 阵 )8 = dw — o A o Mik DEU L 
的 曲率 方 阵 . 

将 (3. 5. 18) 写成 

(3.5.19) Q =A QA, 
这 是 曲率 方 阵 在 局 部 标 架 场 改变 时 的 变换 公式 . 值得 注意 的 是 ,2 
的 变换 公式 是 齐 次 的 ,而 联络 方 阵 o 的 变换 公式 不 是 齐 次 的 . 

定理 3.5.1 曲率 方 阵 2 满足 Bianchi 恒等式 
(3. 5. 20) dQ =o RA 9Q— 9 Ao. 

证 明 XO = do — o A wo 的 两 边 求 外 微分 得 到 

dQ =— do À o + o ^ do 
=— (Q+ oA o A+ oA l (Q9+o À %) 
=—9A o+ o hA 9. 0 
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如 果 向 量 从 的 截面 S 满足 条 件 
(3.5.21) DS — 0, 
则 称 $ 是 平行 截面 . 零 截 面 是 显然 的 平行 截面 ,但 是 ,一 般 来 说 , 非 
零 的 平行 截面 是 不 一 定 存在 的 . 
定义 3.5.4 设 ? 是 中 的 一 条 参数 曲线 ,z 是 ?的 切 向 量 场 ， 
车 向 量 从 在 » 上 的 截面 S 满足 方程 
(3. 5. 22) D,S = 0, 
则 称 S 沿 曲线 ”是 平行 的 . 
Ak M 的 一 个 坐标 邻 域 久 ELE y 的 方程 是 
(3. 5. 23) z =z2(0, 1<i<n, 
曲线 y 的 切 向 量 场 是 


设 8 是 U 上 的 局 部 标 架 场 , 则 S — 》 ee, 是 沿 曲 线 ?的 平行 截面 ， 
当 且 仅 当 它 满足 方程 组 
(X,DS) x = + Du ZS, = 0, 


Bp 

(3. 5. 24) * tz» AU =0,1 a<r 

由 于 (3. 5. 24) 是 常 微分 方程 组 ， 对 于 任意 给 定 的 初始 值 , 它 的 解 
是 唯一 存在 的 . 由 此 可 见 在 ”上 一 点 P 任意 给 定 一 个 向 量 v € Er, 
则 它 在 > 上 唯一 地 决定 一 个 沿 曲线 ?平行 的 向 量 场 , 称 为 向 量 " 沿 
曲线 y 的 平行 移动 . 


$3.6 Hermite 全 纯 向 量 从 


前 面 两 节 我 们 介绍 了 复 流 形 上 的 复 向 量 从 的 概念 ,并 研究 了 
DICE 


R 流 形 上 每 一 点 的 纤维 的 复线 性 结构 . 本 节 我 们 考虑 复 向 量 从 上 
的 Hermite 结构 问题 . 

定义 3.6.1 (Hermite 结构 ) it E— M 是 复 流 形 M 上 的 复 向 
量 从 ,如 果 对 M 上 任 一 点 z 的 纤维 已 都 具有 一 Hermite 内 积 , 即 对 
M 中 的 任 一 开 集 U 和 0 上 的 任意 两 个 8 一 RE sn € r(U,E) 都 
有 Hermite HRE, n) (z) = (8C) 0G) ,并且 是 z € Uff C7 函数 ， 
TIPKE, n) (z) 是 上 的 Hermite 结构 . 

若 对 任意 的 ET(V,B),s 关 0 都 有 

CEEC) = (EG, £0) > 0 
则 称 hermite £& Fg (5,0) GO 是 正定 的 . 

如 果 我 们 取 U 上 的 一 组 5 一 截面 标 架 51,… ,5,, 命 
(3.6.1) h; = (S,,S,) (z) 
那 末 任 何 $E r(U,£) 和 7 € (0, E) 都 可 表 成 5 一 85,7 二 


Drs ,并且 


(3.6.2) CEM) = DESS) (z) 
= Mis. 
这 时 Hermite 结构 的 定义 相当 于 要 求 心 (z) 是 z 的 C0” 函数 . 

定义 3.6.2 (Hermite [6] EA) E (E, M ,z) 是 z 维 复 流 形 M 
上 的 > 维 复 向 量 丛 , 若 对 每 一 点 zxE M 都 在 纤维 E. 上 给 定 一 个 正 
定 的 Hermite 结构 , 则 称 在 马上 给 定 了 一 个 Hermite 结构 . 有 给 定 的 
Hermite 结构 的 复 向 量 从 称 为 Hermite 向 量 丛 . 

定理 3.6.1 复 流 形 M 的 任何 复 向 量 从 EE 一 M 都 容许 一 
Hermite 结构 . 

证 明 ”根据 复 流 形 的 定义 ,M 是 有 局 部 有 限 的 开 复 盖 {0。)、 
我 们 可 以 在 每 一 61., 上 取 一 组 截面 标 架 {S9…,5?) TE E lu, 上 定义 
Hermite 内 积 
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GG) = Merc) diee X asta Ys. 另 一 方 
面 ,因为 {0。} 是 局 部 有 限 复 盖 ,所 以 存在 从 属于 它 的 单位 分 解 
(o G)) 熟知 它 满足 : 
pelz) € CP(U.),0 < p, < 1, S ps) = 1. 
fih 
(Em G) = So GYGm*G), 


Wi (2,0) GO 就 是 整体 定义 在 M 上 的 Hermite 结 构 , 并 且 是 cr 的. 

前 面 所 介绍 的 是 向 量 丛 的 联络 和 曲率 的 一 般 概念 ,如 果 不 附 
加 其 它 条 件 , 则 这 样 的 联络 因而 曲率 可 以 很 多 ,显然 有 意义 的 联络 
必须 和 从 空间 的 几何 性 质 ,特别 是 和 它 的 结构 联系 在 一 起 . 

设 B 习 M 是 Hermite 全 纯 向 量 从 ,由 定义 ,对 每 一 zx € MM, 纤 维 
E, 中 都 有 一 Hermite tH h = Chap G0) HEP z — hap G) Æ C” 的， 
如 果 我 们 在 z MEEA EARRA Ces) , 则 可 取 hoz = leas 
ep). 

定义 3. 6. 3( 容 许 联络 )Hermite 全 纯 向 量 丛 的 联络 D 称 为 和 
Hermite 结构 ($,7n) (zx) 是 相 容 的 ,如 果 对 Y én € POM LE) ,都 有 
(3. 6. 3) d(£,9) = (DE,n) + (G,Dp. 

HO 公式 (3. 6.3) 也 可 写成 下 面 的 公式 (3. 6. 4). 这 是 因为 
在 全 纯 截 面 标 架 {e。) 下 ,如 联络 形式 @% == (o) , WJ De, = wke, , De, = 
oje,, 这 时 由 (3. 6. 3) 得 

dh; = dleasep) = (De,,e > + (e,,es> 
= Motte, ej) + Moites e) 


= Mets + Moz, 


即 我 们 有 
(3.6.4) dh = oh + ko. 
ii) 条 件 (3. 6. 3) 的 几何 意义 是 :对 于 沿 任意 一 条 曲线 平行 的 
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任意 两 个 向 量 场 m. (5,0) 是 常数 . 这 是 因为 D£ = Dn = 0( 参 考 定 
X 3.5.4), 因 而 
d(5,y) = (DE,n) + (E, Dn) = 0. 

联络 D 除 了 相 容 条 件 (3. 6. 3) 这 一 自然 要 求 外 ,在 6 一 M 是 全 
纯 向 量 丛 的 假定 下 ,通常 我 们 还 希望 当 上 是 全 纯 截 面 时 ,De 是 (1， 
0) 形式 的 ,因为 ( 见 (3. 5. 14)) 

DE = d£ + £o = 3E + 3 E + £o = a + £o, 
所 以 Ds 是 (1,0) 形式 的 充 要 条 件 是 o 是 (1,0) 形式 的 ,因此 我 们 有 

定义 3.6.4 MEE — M 是 Hermite 全 纯 向 量 从 ,联络 D 称 为 
Hermite £545 h 83 (0,1) 型 联络 ,如 果 了 满足 ; 

iD FI h EUR] 

i) 联络 形式 是 (1,0) 形式 的 .5 的 (1,0) REREH E AY 
自然 联络 

定理 3. 6. 2 Hermite 全 纯 向 量 从 的 (1,0) 型 联络 由 其 结构 
唯一 决定 , 它 的 联络 形式 o 和 由 它 所 决定 的 曲率 8 的 表达 式 分 别 
为 
(3.6.5) w= hh 
(3.6.6) | 9 —— (II bi! + (IA! A (Ə h”, 


证 明 C3. 6. 4),dh = 2h + Ə h — oh + ho, FO o E: (1,0) 
形式 的 , 故 只 能 有 h= oh, 因 而 有 


o= dh * ht. 
因为 28 — — Kah e à REA 
3o = Ə(Əh + h7!) Əh A Ək! = Ih A h lah + &7* 
= Ihe h! A dhe h = o À o. 


再 由 曲率 方 阵 定义 3. 5. 3 
只 一 do 一 OA 人 ao 十 ao oho 


= 3o — 3 (8h « h) = (2 3&7! — à A IA 
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=— (99 k”! + (Ik! A (a Il. 
最 后 我 们 再 验证 联络 方 阵 o 一 ak - A7 在 局 部 标 架 场 改变 时 满 
足 变换 公式 (3. 5. 16). 设 '(e' inse ,) 是 另 一 局 部 全 纯 标 架 , 命 
Xe! 1,7, e = 全 (el ns. 
注意 其 中 4 是 全 纯 的 , 设 在 新 的 全 纯 标 架 下 的 Hermiat Zi AJ M , 
联络 方 阵 为 w , 则 我 人 有 = AA, 
o A = (ah' Jk -1A = [ICAR A) ICAhA) ^A 
= [2AK 4 + ARAIA eh’. A'LA 
= 3A + Adh * h^! = JA + Ao 
= dA + 4o( 因 为 324= 0) 
J$ dh = oh + ko 微分, 则 得 
0 — do +h — o A dh + dh A*o + hdo 
= (do — o A o)h + h(do +0 Aw), 


即 
(3.6.7) Qh + hR = 0, 
所 以 Qh 是 反 Hermite 的 . 

特别 , 当 e= (e1,…,e,) 是 单位 正 交 标 架 时 ,由 dh 二 oh 十 ho 及 
(3. 6. 7) 立 得 
(3. 6. 8) o+% = 0, 

(3. 6. 9) 9 +:'Ə = 0. 

下 面 我 们 写 出 上 述 曲率 矩阵 的 局 部 坐标 表达 式 . 设 M 的 局 部 
坐标 为 (2 ,…,z), 因 为 纤维 的 秩 7 一 般 并 不 等 于 MM 的 维 数 *, 因 此 
我 们 用 a,8 表示 纤维 的 指标 , 即 1 壹 4,6,… 二 7, 用 ij 表示 的 
局 部 坐标 的 指标 , 即 D ijon mn 

由 (3. 6: 6) 可 以 看 出 ,2 是 一 个 > X r 的 方 阵 , 其 元 素 是 (1,1) 
形式 , 记 和 如 ! = (5), 则 可 记 
(3.6.10 9 = (9D,9t = M Redz A dz, 
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H (3. 6. 6) 可 得 


204,51 sagr Das dhor 
(3.6.11) Rk =— i» oz pp? Iaz hos 
2m er iru 
id 
(3. 6.12) (Qag) = Qh = (31912) 


(3.6.13) — 9, = J) Qh = Sho Risdz A de 


—— Rad? 人 dz 
其 中 


(3.6.14) Ray = Z Les War Der y < a,p Sr, 


DI 32 32 


EE, Qh 是 反 Hermite 的 ,因此 有 
(3.6.15) Q,; =— Qr BI R>; = Rosa 
我 们 常 把 > nisdz A dz fü — S] Ronzdz A d? 29 2A E ft) MEAE 
式 , 当 全 纯 标 架 在 所 论点 是 单位 正 交 时 ,两 者 是 一 样 的 . 

当 适 当选 取 标 架 时 可 以 简化 许多 问题 的 证 明和 计算 ,我 们 有 
下 列 

定理 3. 6.3 ”对 于 Hermite Ltk [5] E A E — M 的 任 一 点 PE 
MM( 设 其 局 部 坐标 z = 0) ,存在 一 组 局 部 全 纯 标 架 , 使 对 这 组 全 纯 
REME E= 0 附近 有 


(3.6.16) h() = I+ 0(|z|2), 
其 自然 联络 在 P 点 的 曲率 为 
(3.6.17) Q(0) = 3 94(0). 


证 明 REIRE e= (6.60 ,其 结构 为 ,因为 4(0) 是 
定 正 的 ,因而 存在 一 非 异 线性 变换 BL E BOB = 1 
记 新 的 全 纯 标 架 C— Be, 那 末 在 标 架 。 下 的 结构 h= BB, A 


而 有 % (0) = 7, 即 
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(2) = 1 + 06). 
再 取 一 新 的 全 纯 标 架 。 = ce; 这 里 C 二 1 十 4(z) ,4(z) 是 一 对 z 线 
性 的 待定 矩阵 ,于 是 在 标 架 。 TAk 有 
w = KT = (U + AGIU + AG) 
= h+ Ah k A + 0(|z|2) 
= ! + AC) HAG + h 
的 一 次 项 + oC. f 
BN = h, HE CAG) HAG + 1) = AG) +' AG) + h, IN k 
可 以 找到 = 的 线性 矩阵 AGO , Ë ACO HAG) 十 的 一 次 项 = 0. 
因而 有 
h (2) = 1 + 0(|z|2). 
MARXA C712) = I+ 0C|z|2), h ARAG. 6.6) 即 得 
Q(0) = 2 3i! (o). 


$3.7 Hermite 流 形 和 Kaehler 流 形 


定义 3.7.1 设 MM 是 一 n 维 复 流 形 , 若 在 MM 的 全 纯 切 从 上 给 
定 一 个 正定 的 Hermite 结构 h, 则 称 为 M 为 一 Hermite 流 形 . 

如 果 我 们 取 一 组 局 部 复 坐 标 3,…,z, 则 全 纯 切 从 的 自然 基 
9 


若 … 志 ,是 此 从 的 一 组 全 纯 截面 基 , 如 果 对 这 组 基 而 言 ,Hermite 
dH GL. = ks MUR SUCH RR 


(7.0 d? = STlhsdzaz 
与 局 部 坐标 系 = 的 选取 是 无 关 的 ,通常 称 度量 形式 ,或 Hermite Jf 
量 . 
根据 上 一 节 的 结果 ,Hermite 流 形 M, 具 有 一 自然 的 (1,0) 型 联 
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络 , 称 为 Hermite 联络 ,由 此 可 决定 其 相应 的 曲率 : 
(3.7.2) o= ah. 
(3.7.3)  Q—— (33 hh! + (Ihh A (2 10h". 


z | his Ohr uus 
l- = < 一 一 一 > * 4T 
(3.7.4) Ri; =+ 3 = KF h 


(3.7.5) Ran; = LM — OTt AD 
如 果 将 联络 形式 o = Co 写成 ( 见 (3. 5. 9) ,此 处 略 去 和 号 ) 
(3.7.6) o 一 [dz 
则 由 (3.7. 2) 得 
[Ti = ir ir 
(3.7.7) t= S 
Wt MM 是 一 Hermite 流 形 ,对 于 其 Hermite 度 量 ,可 以 自然 地 定义 
一 个 实 值 (1,1) 形式 
(3.7.8) H= Y igde as 


称 为 M 的 Kaehler 形式 . 

定义 3.7.2 Hermite 流 形 M 称 为 Kaehler 流 形 , 如 果 其 Kaehler 
形式 是 闭 形 的 ， 
(3.7.9) aH 0. 

3k Kaehler J& [fF (3. 7. 90 对 于 复 流 形 而 言 是 一 个 相当 强 的 限 
制 , 它 表明 并 不 是 每 一 个 复 流 形 都 可 具有 Kaehler 结构 , 象 Hopf 一 
Calabi 一 Eckmann 流 形 :S2+1 X $9,522 0,4 过 1 就 是 一 个 不 具 
有 任何 Kahler 结构 的 复 流 形 . 

Kaehler 条 件 (3. 7. 9) 有 三 种 等 价 说 法 ,这 就 是 下 面 的 

定理 3.7.1 对 Hermite 流 形 M, 下 列 三 条 件 等 价 : 

i4H— 0, 

i = Th, 

i) 存在 实 值 .局 部 0™ 的 函数 9, 使 
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-— 
(3.7.10 H= i28 d. 
证 明 Des 
A i r > 
dH = 0S Fd hjd A d = 0 


LEN 
az az 
er = ri 
ii)-0,85k 


DSi) B H š 3809 1, 闭 形式 ,由 Poincare 引 理 ,存在 
一 局 部 的 1 形式 C, 使 
H= qc. 
将 G 按 (1,0) RICO, 1) 型 分 解 , 则 G — G0? + GOD ,GH zgD, 
这 时 
B = aG = (+). + G9) 
= ag + 3 gm + agn + 3 ga, 
EARO, D 型 的 ,因此 
ago = 3 ge» = 0. 
再 根据 Dolbeauit 一 Grothendick 引 理 , 存在 局 部 的 C^ 函数 F, 使 
go» = 9 所 因而 GHO — ,这 时 
H= 3 G9 + a9» = 3 ƏF+ 33 F 
下 一 下 


=3a(P 一 F)=ia3( ) = i28 0， 


h o = (F 一 7)/i 是 实 值 ,局 部 C0” 的 函数 ,定理 证 明 . 
在 Kaehler 流 形 的 研究 中 ,下 述 定理 是 一 个 十 分 重要 的 定理 ， 
利用 它 可 以 简化 许多 问题 的 证 明和 计算 . 
定理 3.7.2 i4 M JE — Kaehler 流 形 , 其 Kaehler 结构 为 4 = 
Chs) , 那 末 对 任 一 点 PE 必 , 在 PP 附近 可 以 选取 局 部 坐标 (z',…， 
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2) 使 CP) = 0,i 一 1,…,n, 并 且 

(8.7.11) (2) = I + 0(|=|2). 

这 样 的 局 部 坐标 系 称 为 正规 坐标 系 . 
证 明 ”只 要 经 过 线性 变换 ,不 妨 设 h; (0) = à. 由 此 可 展开 
h; G) = ó, + ai + aziz + 0(|z|2), 

因为 h 是 Kaehier 的 ， 


a5. = FAO = aso 
又 因 = hui 

UGE = aj 51 = 037, 
作 局 部 坐标 变换 

z = uw + lXuwwe, 
Kp bi = oh 4828. 


a - 
hi; Qr) = haz (Cw) ) 22 27 


Do Iw 
得 
G) = ó, + S aa? + blian) 


+ D Casi + biw) + 0Cw|?, 
REA bi = as = D) Up bi = 57 二 一 aji, 因 而 
hj w) = ó, + 0C[e|2). 
定理 证 完 ， DJ 
定理 3. 7. 2 表明 ,Kaehler 流 形 在 任 一 点 的 局 部 和 C" 仅 相差 二 
阶 无 穷 小 ,换言之 ,在 正规 坐标 系 下 ,可 使 
h3 (0) = ó,,,dh,; (0) = 0, 


ACO) = IRCO) = I ACO) = 4-1(0) = 0. 
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显然 ,如 果 Hermite 流 形 必 的 Hermite 结 构 4 在 任何 一 点 的 局 部 

皆 可 表 成 
h; (z) = à, + 0(|z|2), 
那 末 
dh; (0) = 0, 

这 时 Hermite 流 形 M 自然 就 是 Kaehler 流 形 

由 (3.7. 3). 在 正规 坐标 系 下 曲率 可 以 取 极 简 单 的 形式 
(3.7.12) 9(0) =— 23 A0). 

Bx H= fXans = i93 D, Br EA ho = 2,2, (20) , fE J a, 


= $3 = 车, 因此 在 正规 坐标 系 下 ,Kaehler OE BR T 


以 写成 


(3.7. 13) R,5,5(0) = 2,2,a,2,(20) (0). 

因而 ,Kachler 张 量 有 下 列 对 称 性 : 

(3.7.14 Rap; = Rgaasos YPr = Rysop 

(3.7.15) Tas = Bees ( 见 (3. 6. 15) 
定义 3.7.3 


(3.7.16) Rap = Rh 
称 为 Ricci HIKE. 


关于 Ricci 曲率 张 量 我 们 有 下 述 
定理 3.7.3 
(3.7.17) R = 0,3,Gog deth). 


证 明 ” 取 正 规 坐 标 系 ,因为 
haz (0) = h°” (0) = dags 
Rui (0) = B5 (0) = 3, C, 7 (0). 
所 以 
Raz (0) = Ra; (07 (0) = SI Razas (0) 
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= Mim (0). 
fE deth = det (lus) 中 , 命 hs 的 代数 余子 式 为 4 , 则 有 
deth = XA uc 


故 


Ədeth - * AT 
E = A, = (deth)h^* 5 = Dam 
A. = As = (ae (因为 br = fer) 


所 以 
adet = Y) Neh, 一 M (deth) rr shna) 


4 us 
因此 


a 


L adeti = D Osha y 
r 


deth 
由 此 得 到 
Rag (0) = > os shua D7) C0) 
= 9 geo den]. 
= 352, (log deth) 
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第 四 章 £ EBE SZ 
l 表示 与 9 一 方程 


熟知 在 单 复 变 函 数论 中 ,有 三 个 主要 方法 即 :Cauchy 积分 公 
式 , Laplace FEMER A. 按理 在 多 复 变 函数 论 中 也 相应 有 
这 三 个 方法 ,但 在 多 复 变 数 的 情形 ,情况 有 所 不 同 , 就 Cauchy 积分 
公式 来 说 ,在 $ 1.1.14 我 们 介绍 广义 多 圆柱 的 Cauchy 积分 公式 时 
就 已 经 指出 ,多 圆柱 域 上 全 纯 函 数 的 数值 已 不 必 由 全 部 边界 上 的 
数值 决定 ,只 要 由 边界 的 一 部 分 即 所 谓 特 征 流 形 上 的 数值 就 可 决 
E 多 圆柱 域 上 全 纯 函 数 的 数值 . 此 外 我 们 已 多 次 指出 单 复 变数 中 
的 Riemann 映射 基本 定理 在 多 复 变 数 中 已 不 再 成 立 , 也 就 是 在 多 
复 变 数 空间 中 并 非 任何 两 区 域 都 是 全 纯 等 价 ,例如 在 0" 空间 中 多 
圆柱 和 超 球 这 两 个 十 分 标准 的 单 叶 单 连通 区 域 就 不 是 解析 等 价 
的 ,而 且 多 复 变数 空间 中 域 的 分 类 问题 至 今 仍 未 解决 ,圆柱 域 在 多 
复 变 空间 中 的 代表 性 也 远 远 不 如 单位 圆 在 单 复 变数 的 情形 ,因此 
有 必要 讨论 各 种 不 同 区 域 的 全 纯 函 数 的 积分 表示 . 我 们 首先 介绍 
Bochner — Martinelli 积分 表示 ,然后 介绍 一 类 相当 一 般 的 积分 表示 
即 Cauchy 一 Fantapooië 公式 ,由 此 推出 凸 区 域 上 的 积分 表示 和 
Bergman — Weil 积分 表示 . 此 外 介绍 了 外 微分 式 的 积分 表示 (Leray 
一 Koppelman 公式 ). 原来 这 些 积分 表示 公式 都 有 它 自 己 的 独特 证 
明 方 法 ,可 以 从 许多 著作 ， 例 如 B. A. dykc[1962],IL. A. A. 
AtaEH6epr, A. rt. loxkakop[ 1979], 钟 同 德 [1986] 中 找到 ,对 于 初学 者 
通过 这 些 独 特 的 证 明 可 以 得 到 许多 启发 ,本 书 与 上 述 著作 略 有 不 
同 , 一 方面 着 重 说 明 这 些 公式 之 间 的 相互 关系 ,例如 说 明 Bochner 
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— Martinelli 公式 和 Cauchy 一 Fantappië 公式 在 证 明 方法 之 间 的 关 
系 ,特别 是 指出 如 何 从 Cauchy — Fantappié 公式 推出 Bochner 一 
Martinelli 公式 , 凸 区 域 上 的 积分 表示 和 Bergman 一 Weil 积分 表示 
等 ; 另 一 方面 我 们 尽量 介绍 一 些 迄 今 未 见 诸 著作 中 的 新 的 简洁 的 
证 明 方法 . 

相应 于 单 复 变 数 中 Laplace 方程 的 研究 ,本 章 介绍 了 强 拟 凸 域 
EI- 方程 的 解 的 积分 表示 理论 ,但 多 复 变数 中 的 引 一 方程 和 单 
复 变数 中 的 Laplace 方程 有 本 质 的 区 别 , 前 者 是 一 个 超 定 方程 ,本 
世纪 60 年 代 以 前 ,K. Oka,H. Cartan,J. P. Serre,H. Grauert 等 人 运 
用 交换 代数 和 层 论 等 抽象 方法 解决 了 著名 的 Cousin 问题 和 Levi 问 
题 以 后 ,60 年 代 初 J.J.Kohn ffl L. Hórmander 用 偏 微分 方程 方法 得 
到 3 一 Neumann 问题 的 解 ,由 此 非常 明确 和 简洁 地 解决 了 Cousin 
问题 和 Levi 问题 ,从 此 开始 了 多 重 变 数 和 分 析 的 联系 . 1970 Æ G. 
M. Henkin 和 Grauert 一 Lieb 等 又 得 到 了 3 一 方程 的 解 的 积分 表示 ， 
从 此 在 多 变数 中 开始 了 运用 积分 表示 的 工具 发 展 多 复 变 数 的 大 范 
围 理论 的 新 时 期 ,70 年 代 后 的 二 十 几 年 来 ,积分 表示 方法 在 多 复 
变数 中 得 到 广泛 的 应 用 和 莲 勃 发 展 . 

熟知 Stein 流 形 是 一 种 重要 的 复 流 形 , 多 复 变数 空间 C" 是 其 特 
ffl Stein 流 形 上 有 足够 多 的 全 纯 函 数 ,所 以 研究 Stein 流 形 上 的 多 元 
复 变 函数 论 是 很 有 普遍 意义 的 ,本 章 最 后 讨论 了 Stein 流 形 上 多 复 
变 函 数 的 积分 表示 理论 和 了 — 方程 的 解 的 积分 表示 


$4.1 Bochner-Martinelli 积分 表示 
定理 4. 1.1 (Bochner-Martinelli) «E RS f. € 4(D) ,其 中 六 是 
O 中 的 有 界 域 ， 具有 逐 块 光滑 边界 OD. 那么 下 面 的 


Bochner-Martinelli 公式 成 立 . 
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= f) z € D 
(4.1.1) [roe — z,ç — z) = ( 


0,2 €D 
其 中 
(4.1.2) 
(一 DG, — adeu A dé 
(£— 256-2 (s — D! Ei 
o , riy Fë — zl* : 


积分 定向 的 选择 是 使 形式 (一 Drac A d6 EER. 
WES] ” 任 取 一 固定 点 2€ D, 显 然 在 集合 CA\{z} EE o 一 
z, — 2) 二 0, 而 且 有 
aol — z, — z) = 
(n — 1)! 
(2z0* 


(— n) X] — z[77 $3 (6 — a)d A 
i=l 


$c De — adeu A dé 


(1 — 1)! 1 —-— -" 
+G" J€ ZI [£— zi*; Ic dé, A dép A dé 


„hean i 
Qui" |¿ — z|” 
Bt o(¿ — 2$ — 2) 1E C'N(z) 上 关于 上 是 一 闭 形式 . 
因 f(6) € ACD), FRE If) = 0, LERE dé A o6— z, 
< 一 z) = 0, 因 此 有 
d[fGDo(G — z,6 — 2] 
一 3[f(6)o( — z, — 3J ta[fiDo(G — 2$— 2] 


C— ndg A dé + ndg A dë) = 0. 


b? Aat, A os — zs — D H SOG — zŠ — D 


+ 3f(Qe( — z,6 — z) + f()9o(5 — z,6 — 2) 
= 0, 
即 f(6)o( — z, — 2 f£ DN) 上 关于 5 也 是 一 闭 形 式 . 
所 以 当 : ED 时 ,由 推论 3.1.3 可知 (4.1.1) 成 立 . 
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34 z€ D 时 ,以 z 为 心 ,以 充分 小 正 数 为 半径 作 超 球 B.(z,e) CC 
D, 在 D\B, 上 利用 Stokes 公式 得 到 


NES = z = Ey n: KOE — zE] 


= 0. 
即 我 们 有 
«13 | roC 一 2 一 习 = | rock 一 :5 一 习 


= rof oc = E 


+ N [fC6) — fG)Je(é — z, — 2. 


=S ymi = Su 
=C EM[,C pe -Win A dé 


SÉ —DI => |, (一 De 本 A dd A dé 


al 
= (2mi)" Ka A 26 


= gy ati Mes sting =g m 


x' [| ee z >| 
is 1 < (2x LN d 
= = »[ iG — zdr ^ dél 


m 


<“ == |, o A |< 
其 中 M 为 常数 ,又 因为 (<) 在 点 。 连 续 , 故 有 
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Sup |f(2 — fC2] — 0,24 e— 0. 
l£—z| = = 


所 以 
中 Uo — OWE- «6 — 21 
< MSup|f(£) — f(z2)| — 0,24 e— 0, 
1 一 z| =e 

因此 ,在 (4.1. 3) 式 的 两 端 , 令 * 一 0 取 极 限 即 知 当 zE D BF, (4. 4. 
D 式 也 成 立 . D) 

Bochner Martinelli 积分 表示 最 早 是 S. Bochner( 1943] 和 E. 
Martinelli[1942)(1943] 提出 来 的 (参阅 R.Fueter[1939], E. 
Martinelli[ 1953, ][ 1953,7]). 

Bochner-Martinelli 积分 表示 的 证 明 方 法 很 多 , 除 上 述 外 还 可 参 
X] ^ S.Bochner[1943],n. A. Areu6epr,A. n. IOxkakoB[1979] 第 
28—29 页 ,B.C. BAaauMupop( 1964 ] 第 237—239 页 . 

Bochner— Martinelli 积分 表示 是 一 个 复 变数 的 Canchy 积分 公 
式 的 一 种 推广 ,然而 当 z 之 1 时 有 一 特别 的 地 方 就 是 被 积 函数 明显 
地 包含 云 而 积分 的 结果 却 与 z, 无 关 . 或 者 说 和 一 个 复 变数 的 
Cauchy £ [E] , B-M B; o(£ — z,6 — 2) 4 n> FXF: Je e 
的 ,而 只 是 :的 复 调和 函数 . 


$4.2  Cauchy-Fantappié 公式 


对 C" 中 有 界 域 D 的 全 纯 函数 fE 4.(D) 我 们 有 下 面 的 非常 普 
遍 积分 表示 公式 . 
定理 4. 2. 1(Leray) ” 设 D 是 C* 中 具有 逐 块 光滑 边界 的 有 界 
域 ,如 果 向 量 函 数 xE CI (D) HG, 2,6270, KXmce 
aD,zED, 那 末 所 有 的 函数 JE ACD) 都 可 表 成 Cauchy-Fantappie 公 
式 
+ 135* 


(2. — [fec — za) = fG),z € D 
其 中 


D Dudun A dé 
I 


(0— D! E 
(4.2.2) o(6 — z,u) aD Cu 


证 明 ”由 于 Bochner- Martinelli 公式 
(4. 2. 3) INS —z6—2)—f(G)z€D 
其 中 


(4. 2. 4) 
— D^ (6 — aM A di 
, Ori)" i£ — z|* 
和 Cauchy-Fantappié Zi 5X (4. 2. 1) 是 同一 外 微分 式 
(4. 2. 5) fG) 3] (一 TD) 和 adern A dé 
k=1 
分 别 在 循环 


(4.2.6) y = ((6,00:£ € ID, v = w = Thak = 1,2,--.n) 
和 

y= (Git € 3D» = v = C 
上 的 积分 vosy HE C£. 的 曲面 
(4.2. 8) M: = {(6,0):6 € 9D,(v,6 — z) = 1) 
L. 

由 于 形式 (4. 2.5) 在 M: 上 是 闭 的 ,这 是 因为 M: 上 4d51,…,d6,， 
du, ,* du, 中 只 有 2r 一 1 个 独立 微分 ,而 形式 (4. 2.5) 却 有 极 大 维 
数 22 一 1, 因此 它 是 闭 的 , 所 以 根据 推论 3.1.3 要 证 明 
Cauchy-Fantappië 公式 等 于 Bochner-Martinelli 公式 ,只 要 证 明 循环 
加 和 yy 在 M: 上 是 同调 的 ,考虑 集合 
(4.2.9) Q= ((¿,s):¿ € 3D,v = i+ (1 — 2)w,0 < ¿< 1) 
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显然 
y—-»-—29, 

WAP A-—OBQ—vUMA—IBQ-U,BBÉ 

(A + (10 — 2), — 2) = AQ 6 — z) + 1 — A (6 — 2) 

= 1, 

即 @C M:. 因 此 和 ?在 M: 上 同调 . 口 

现在 将 公式 (4. 2. D 给 予 更 抽象 的 形式 . 固定 点 zE D, 并 在 复 
变量 (6,v) 空间 CE. 中 考虑 曲面 M. = {(6,0):(v,6 一 2z) = 1,¿ € 
3D). 

推论 4. 2.1 (Leray) 设 向 量 函数 (5,2 ,5 € 3D,z € D, 关 于 
< 属于 C OD) 类 并 且 满 足 条 件 
(4.2.10) (,6—2) = 1,ç € 3D,z € D. 
以 a 表示 M: 上 的 循环 , 它 由 点 (6,2) 当 5 跑 遍 3D 时 描绘 而 成 . 循环 
a 包含 在 菜 一 类 hE Hua (M.) 中 ,对 任意 的 函数 fE AD) 和 任意 
的 循环 PE 有 Cauchy-Fantappié 公式 


一 1)! i 
(4. 2. 11) fO) = ou [io 2 Diwdv A dé. z € D. 


应 当 指 出 Cauchy-Fantapié 公式 不 是 对 于 函数 了 E ACD) 的 单 
个 积分 表示 ,而 是 这 种 积分 表示 的 一 个 集合 , 它 依赖 于 向 量 值 函数 
u 的 选择 . 

以 下 我 们 通过 适当 选择 向 量 值 函数 和 积分 循环 5 得 到 各 种 
不 同 区 域 上 的 全 纯 函 数 的 积分 表示 公式 . 

显然 Bochner-Martinelli 公式 (4. 2. 3) 可 以 由 Cauchy-Fantappie 
公式 (4. 2. D Stu 一 5 一 z 得 到 . 


§ 4.3 凸 区 域 的 积分 表示 


定义 4.3.1 ED = {z:p(z,z) — 0) 称 为 正则 线性 凸 区 域 ， 
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如 果实 函数 在 万 的 一 个 邻 域 上 属于 C? 类 ,在 ƏD E ,grado > 0, 
并 且 对 每 一 点 5E 3D, 解 析 切 平面 {z:(z 一 “gradp(e)》 一 0) 不 与 
D 相交 . 

定理 4.3.1 PCR D = {z:p(z,z) < 0) 是 一 正则 线性 凸 区 
域 , 那 末 对 于 f € 4(D) 有 积分 表示 


(4.3.1) 
) J ódu] A d 
ra) = DI ro co) A d 2x 
Qmu)* Ja Lp's (Ce — 2) ps - pL. za) "t M 

其 中 

Ps ^| 

Pu P 

ó = sk = 1, n 
e oc 
Pu ° P, 


WEB] ”只 要 将 Cauchy-Fantappië 公式 (4. 2. 1) 中 的 向 量 值 函 
3i u PUR gradp 就 可 得 到 . 

在 (4.3.1) 中 象 在 ”一 1 时 的 Cauchy 公式 一 样 ,变量 :只 在 
的 分 母 中 出 现 ,并 且 分 母 是 的 线性 函数 的 4 次 方 , 核 的 这 种 漂亮 
结构 使 得 公式 (4. 3. 1) 应 用 起 来 十 分 方便 . 


$4.4 Bergman-Weil 公式 


在 介绍 这 个 公式 之 前 ,我 们 先 介 绍 如 何 应 用 Cauchy-Fantappië 
公式 (4. 2. 11) 来 推出 广义 多 圆柱 的 Cauchy 公式 : 
定理 1.1.2 i D = DX … X 7D. 为 一 广义 多 圆柱 域 ,f E 
4.(D), 则 有 
(4.4.1) fO) aul. I9as € p= D X X D, 
其 中 特征 流 形 r = 3D, X … X 2D. (参考 公式 (1. 1. 10)). 
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证 明 ”只 要 适当 的 选择 积分 循环 6 和 向 量 函 数 " 为 此 将 边 
R 3D 表 成 形式 Uir ,其 中 = (z:z € D,z, € 9D). fe 8 — ill v 96 
虚 向 量 值 函数 v9 = (Qe o 9) EP vf? = 61 — 227 iE = 
1,72. 显然 ,ao 满足 条 件 (4-2. 10). 现在 考虑 C>* 中 的 定向 曲面 6, 
= {(6,09),6 € v). HR Uip, 不 是 一 个 循环 ,因为 每 一 面 闪 都 有 
它 自己 的 向 量 值 函 数 v. 但 是 3D 是 一 循环 , 又 集合 {(6,v),z € 
aD) 也 是 一 循环 ,如 果 v 对 6 € 9D 是 连续 的 .集合 UI 有 “空洞 ”， 
它 位 于 诸 面 n 相交 的 点 上 ,也 就 是 在 棱 边 上 . 我 们 用 如 下 方法 “ 填 
塞 ”这些 “ 空 洞 ”: 如 果 * 个 面 onov 交 于 楼 边 vs IRR NIE 
造 集合 

Buy = (16 € po som Bram. Xa =n. 


"e ,加 到 UI PE: 由 此 得 到 的 (定向 ) ii ri 
循环 . 

应 用 (4. 2. 11) 到 Bp. 由 于 所 有 wv 对 《全 纯 ; 所 以 def A dç = 
0 一 1， 因此 (4. 2. 11) 中 在 每 一 5 上 的 积分 都 等 于 零 , 如 果 
k 二 n, 那 末 所 有 的 de; A dé HE B, 上 都 是 0, 由 于 "全 纯 依赖 于 5 
和 上 一 1 个 独立 参数 ,也 就 是 总 共有 ?十 4 一 1 雪 2n 一 1 个 独立 微 
分 .所 以 (4. 2. 11) 中 在 6。 上 的 积分 也 等 于 零 , 剩 下 是 要 计算 在 
Bs, 上 的 积分 . fE r = ys 上 向 量 值 函数 。 的 分 量 v 具 形式 


c. La 
b 一 >= = nott 1 ,°° n. 
因此 
C| ra yC Dd A dé 
ue 
z G— 0t! dé ETE 
一 Quy je 这 ds -— uns VE eden 
A ZO 
- guy] A9 Š 
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其 中 我 们 应 用 了 等 式 


A MEE: 1 
(4.4.2) fenn DD iadaa c5 
¿> 0 
要 证 明 (4. 4. 2) 只 要 注意 到 ,应 用 Stokes 公 式 ,(4. 4. 2) 的 左 端 等 于 


dag E, LJ 


S cosas n! 

定义 4. 4. 1(Weil 多 面体 ). 假设 函数 GO e ZG) N m 

n, 在 区 域 D CC C 上 是 全 纯 的 ,又 D1,… Ds 为 平面 区 域 ,使 得 D; CC 

XCD) yi 二 1,…,N. 集 合 人 = {ziz E DZG) € Dyi 二 1,…,N} 称 

为 解析 多 面体 (参考 定义 2. 2. 3). 解析 多 面体 的 一 个 联结 分 晤 称 

为 Weil 多 面体 ,如 果 边 界 3D; EXE BOCIB US 3f BL E P TRE = (212 

€ D,X, € 0D,,Z, € Dii > j) I Sc , HE 3 5k £ E: 2n 一 (使 得 这 些 面 

交 于 一 般 位 置 ). yos = Å yo 这 些 ” 维 棱 边 的 自然 定向 由 面 为 ， 

…,% 的 次 序 决定 . 所 有 这 样 的 z 维 棱 边 的 并 集 称 为 多 面体 人 的 特 
征 流 形 . o E Vois 


TESI 24 N = n HEX, = zum bons Weil 多 面体 就 是 广义 多 
圆柱 域 . 

定理 4.4. 1(Hefer) ” 设 D. 是 复 变量 纪 ,… ,有 % 空间 C0: 中 的 全 纯 
B,D EAE Gi 空间 Ci: 中 与 它 恒 等 的 区 域 , 那 末 在 区 域 D: 
上 全 纯 的 任何 一 个 函数 ZC) ,在 区 域 D; X< D. C C; X Ct 都 对 应 一 
组 全 纯 函 数 : 


PG 2 sS PIG 
使 得 


(4.4.3) Z) — ZG) = >G, a) PCG). 


这 个 定理 所 表述 的 内 容 称 为 除法 问题 ,是 H. Hefer[ 1950] 在 
1942 年 证 明 的 . 注意 ,如 果 函 数 Ziz) 是 多 项 式 (这 时 区 域 D. x D. nf 
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取 为 空间 c: x Ct 中 的 任何 有 限 区 域 ) ,这 个 定理 是 显然 的 ,这 时 要 
得 到 函数 P.(6,z) 只 要 按 Taylor 公式 展开 差 2(6) 一 ZG). 我 们 把 
展开 式 中 所 有 包含 61 一 思 , 及 其 各 次 睾 项 集中 在 一 起 ,将 54 一 的 
系数 记 为 P1(6,z). 然后 将 包含 6 一 2 及 其 各 次 宕 项 集中 在 一 起 . 
将 5 一 和 的 系数 记 为 P.(6,z). 如 果 继 续 进行 ,我 们 得 到 关系 式 (4. 
4.3). 在 一 - 般 的 情形 ,定理 并 非 显然 的 . 

注意 ,函数 户 (6,z) 一 般 来 说 ,不 是 由 已 知 函 数 唯一 决定 的 ,对 
每 一 个 函数 (4. 4. 3) 的 表示 做 成 一 个 集合 . 对 多 项 式 的 情形 是 显 
然 的 . 在 后 面 第 六 章 的 6. 5. 3 段 我 们 将 介绍 除法 问题 的 一 个 层 论 
解法 . 

由 Hefer 定理 


LO 一 xG) = 270 (6; — 2) 6m dns N. 
j=1 


fi 9... 表示 行列 式 detlqy à = eme = denen 
3838 4.4. 20e) — d AC — Weil Wk X dr f € ACAD. 
那 末 对 z€ A 


(4.4.4) f(z) 


1 FEA m, (5,246 
as 22. .. na oO — XGOJ 

注 : 这 个 公式 称 为 Bergman-Weil 积 分 表示 . 它 是 广义 多 圆柱 域 
上 Cauchy 积分 公式 的 拓 扩 ,因为 当 N = aX = zi = denn Bf, 
(4. 4. 4) 就 变 为 广义 多 圆柱 域 上 的 Cauchy 积分 公式 . 公式 (4. 4. 4) 
由 全 纯 函 数 f 在 * 维 特征 流 形 " 上 的 数值 决定 它 在 人 上 的 数值 ,并 
BARA. 4.4) 有 一 关于 = 全 纯 的 核 ;而 且 这 个 核 依赖 于 区 域 的 形 
状 . 

证 明 : 总 的 来 说 ,公式 的 证 明 是 上 述 广义 多 圆柱 上 Cauchy 积 
分 公式 的 重复 ,在 每 一 面包 上 我 们 考虑 向 量 值 函 数 . 


# = Qmd m al 570 S 20], 
= 


并 在 每 一 楼 边 no, ERIEBRE B, = (DIC vu 
+ MI 


Diasa Z0, TA = 1). 和 本 节 开 头 所 述 广义 多 圆柱 域 上 
Cauchy 积分 公式 的 证 明 一 样 , 我 们 有 
1o = E D | IODO Dudua A aš 


(2zi)* aen. 
(0 — DI > f FEQ: mi, (6,2)46 
ri) Ladne TERO — X02] 


x |: > 17 dp) 
A20 


esl f) 9,.... (6,2)d6 
a ax», 2]... na[xG) 一 Z, (z) J] 


为 简单 计 我 们 只 计算 w= 2 的 情形 : 
ja fGD (idv; 一 vdv) A dé 


= fen POLi 十 (1 — Av) Gs — ve) 
Paia 


一 (hwa + (1 — AD v Coi — ve) ldg 
— fel 了 (6) (一 vihv^ + viv dé 
n 


f GIGS n 
^w lao xo» 
$4.5 多 复 变 全 纯 函 数 的 统一 Cauchy 公式 问题 
多 复 变 函 数论 中 有 很 多 种 形式 的 Cauchy 公式 ,F. Norguet 在 


他 的 论文 F.Norguet[19616] 的 附录 中 , 列举 出 研究 多 复 变数 
Cauchy 公式 的 论文 就 有 66 篇 之 多 ,然而 他 说 这 只 是 主要 的 文献 ， 
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非 主要 的 还 没有 包括 在 内 ,他 把 主要 的 Cauchy 公式 分 为 五 大 类 ”: 

1)A. Weil-S. Bergman 的 Cauchy 公式 . 

2)Bochner-Martinelli 的 Cauchy Zik. 

3) 四 类 典型 域 的 Cauchy 公式 . 

4)Añaeun6epr 与 TewrizkoB 的 Cauchy 公式 . 

5)Cauchy-Fantappië 公式 . 

这 些 不 同 的 Cauchy 公式 是 由 于 从 不 同 的 角度 来 看 单 复 变数 
的 Cauchy 公式 ,而 从 不 同 的 观点 推广 来 的 ,当然 其 中 有 些 公 式 的 
证 明 已 经 比 原来 的 证 明 大 大 简化 或 者 已 采用 了 别 的 证 明 方法 . 单 
复 变数 的 Cauchy 公式 可 以 有 下 面 几 个 方法 来 证 明 ( 陆 启 甸 
[1964]) ， 

r. 因为 了 和 4 是 pN(2) 中 的 闭 外 微分 形式 , 即 

AZ) = [Z€ A + LESS A ac 

=0 

于 是 Cauchy 公式 可 以 从 Stokes 公式 (在 二 维 的 情形 也 叫 Green 公 
式 ) 推出 . 此 即 , 命 B, 为 以 > 为 中 心 ,为 半径 的 圆 (* 是 充分 小 正 
数 ) ,其 圆周 为 3B,, 则 由 Stokes 公式 知 


dO uu 了 (6) f) 
J, ES P imf, «tZ s z4] + j: e P 2! 


其 中 8(6) 是 5 的 全 纯 函数 . 由 于 Stokes 公式 在 高 维 空间 仍然 成 立 ， 
因 此 对 于 某 些 几何 形状 的 多 复 变数 空间 的 域 , 可 以 适当 构造 一 外 
微分 形式 而 得 出 Cauchy 公式 ， 例 如 A.Weil1935],S. 
Bochner[1943],E. Martinelli[1953],II. A. Aisemsepr 等 人 的 积分 公 


> 其 实 F.Norguet[ 19616 J 把 主要 的 Cauchy 公式 除 Cauchy-Fantappiè 公式 外 分 为 四 
大 类 ， 
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X. 
2. 对 于 单位 圆 的 Cauchy 公式 (这 时 ap = {1z| = 1 ,我 们 
有 


L[ zea 0 


2ni. » 6 — 255 7 3x) 1— æ” 


= lf Si 
= Dah f(e”)e '”40)> 


- Lf perwan 
a. = 2x. š e )e e 


对 于 多 复 变 数 空间 适合 某 一 些 几何 条 件 的 域 ,S. Bergman 1934], 
华罗庚 [1958] 构造 其 对 全 纯 函数 是 完备 的 正 交 函数 系 ,由 此 得 出 
Cauchy 核 和 Cauchy 公式 . 


3. 单 复 变 函 数论 中 Cauchy iie fic m A 看 作 是 
在 D 域 中 的 亚 纯 函数 ,在 < 有 简单 的 极点 ,而 Cauchy 公式 即 在 此 点 
的 亚 纯 函 数 的 残 数 , 故 有 


[ Z< = 2nif(z). 


但 对 多 复 变 数 函 数 什么 叫 残 数 呢 ?第 一 ,在 高 维 空间 中 何谓 绕 
极 点 走 一 周 ?第 二 ,多 复 变 数 亚 纯 函数 的 极点 并 非 孤 立 的 ,而 是 成 
一 解析 集合 ,何谓 绕 某 一 个 极点 ? J. Leray[1959] 清楚 地 ,至少 在 
极点 成 一 流 形 的 情况 ,定义 了 多 复 变 数 的 残 数 (精确 的 说 应 该 是 残 
式 ) 的 概念 ,作为 应 用 ,他 在 很 广 的 条 件 下 得 出 一 种 多 复 变 数 的 
Cauchy 公式 , 即 所 谓 Cauchy-Fantappié 公式 ,在 8 4. 2 PRAH T. 
M. Xeukun 给 出 的 证 明 . 

单 复 变数 的 Cauchy 公式 


2-2 f“ 
(4.5.1) 10 = f, Za, 
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其 中 函数 f(z) 在 区 域 D 全 纯 在 闭 区 域 了 连续 ,aD 由 有 限 根 闭 
Jordan 曲线 组 成 ,在 研究 单 复 变 全 纯 函 数 时 起 了 非常 重要 的 作用 ， 
原因 是 这 个 公式 具有 以 下 两 个 重要 性 质 :1) ”公式 (4. 5. D 是 普 


遍 的 , 即 对 任何 区 域 了 都 有 相同 的 形式 ;2) Cauchy Bi XE z 
是 全 纯 的 (这 就 是 保证 了 Cauchy 型 积分 等 等 的 全 纯 性 ). 

但 以 上 所 推广 的 多 复 变数 的 Cauchy 积分 公式 都 不 同时 具备 
以 上 两 个 性 质 ,例如 :a)Bochner-Martinelli 公式 是 普遍 的 ,但 它 的 核 
Ti 4: hl] ;b) Weil , Bergman , 4E 9? BË , AtiseuSepr 和 Tevnakos 的 积 
分 表示 不 是 普遍 的 ,但 核 是 全 纯 的 . 

多 复 变 数 有 这 许多 种 形式 的 Cauchy 公式 ,自然 地 产生 这 样 的 
问题 :它们 之 间 彼 此 的 关系 如 何 ?能 否 统一 的 处 理 ? 这 就 是 多 复 变 
数 的 Cauchy 公式 的 统一 理论 问题 最初 考虑 的 是 下 . 
Sommer[1952], 他 从 Bochner-Martinelli 的 Cauchy 公式 2) 推出 A. 
Weil 的 Cauchy 公式 1); (参考 钟 同 德 [1986]8 2.3); 其 后 F. 
Nouguet[ 1960] 便 从 Cauchy-Fantappië 公式 推出 A. Weil 的 Cauchy 
公式 1)( 见 $4.4) 与 Bochner-Martinelli 公 式 2)( 见 $4.2), 并 且 容 
易 证 明 Aüsenvepr fH] Cauchy 公式 仅仅 是 F. Norguet 的 一 个 结果 的 特 
殊 情 形 ( 见 F. Norguet(1961a] 定理 18. 2); Bi e [1966 ]). 又 证 明 
四 类 典型 域 的 Cauchy 公式 3) 也 可 以 从 Cauchy-Fantappi 公式 推 
H. 从 此 F. Norguet 所 列举 的 多 复 变 数 的 主要 Cauchy 公式 都 可 统 
一 起 来 . 


§ 4.6 强 拟 凸 域 上 3 一 方程 的 解 的 积分 表示 


4. 6.1 3 一 方程 
设 DCC" 是 一 域 ,g 一 D goda ELF DR C CD) 0, D É 
RBI g € Cii CD) ,并 满足 539 = 0,3 一 Neumann 问题 是 说 ,在 何 种 
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条 件 下 
(4.6.1) u = g 
有 人 解 ? 解 EBE ceo Qp) 中 ? 

当 域 了 是 强 拟 凸 时 方程 是 有 解 的 , 它 的 解法 有 两 种 ,一 种 是 由 
L. Hörmander 和 J. J. Kohn 所 发 展 的 L? 估计 (参考 L. Hórmander 
[1965][1966], J.J.Kohn[1963][1964], G. B. Folland &J.J. 
Kohn[1972]) , 另 一 种 是 由 T. M. Xemam(1969 11970] ffl H. Grauert 
& I. Lieb (£ £ H. Granert &. Lieb[ 1970], I. Lieb [1970] [1972]) 
所 发 展 的 L” 估计. 下 面 我 们 将 详细 介绍 L” 估计 方法 ( 肖 荫 堂 
[1979],r. M. Xeuxrun[ 1969 ][ 1970). 


4.6.2 单 复 变量 的 情形 

我 们 先 介绍 下 面 熟知 的 Cauchy-Green AR: 

"定理 4. 6. 1 (Cauchy-Green) 设 也 为 复数 平面 C: 上 由 简单 可 
求 长 闭 曲 线 aD 围 成 的 有 界 域 , 又 复 值 函数 fe 0~(D), 则 对 VY z € 
D, 有 
(4.6.2) f = d Kos | ae Bf) dé A do, 


2mi Ja 6 一 2 Š — £ 

证 明 dr 
(4.6.3) KG. = za z Lat. 
这 个 (1,0) 形式 是 c! k Cauchy 核 , 易 知 
dé ) 1 Əf(¿) dë A dé 
=z 2m KE 6 一 2 
命 玉 表示 以 = Pone MI e > 0 为 半径 的 圆 盘 ,在 pNB, 上 
XE af ORG 2)) 应 用 Stokes 公式 有 


df(CcD)EC5,2)) = d LG 


1 af d£ A dç 

(4. 6. 4) zi. at $—2 
1 | fdt 1 f(GD465 
2i 


»6—2z 2zi]j» 《一 = 
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Ll. ML zs LO — f) ie 
2x=i 6 一 2 27i Š — 


l a, 


» 6 — Z 


- zate 


22i 


EE 


J, IIS 
又 由 于 f(6) 在 点 :连续 , 故 对 给 定 的 5 > 0 RTL e > 0 E03 J, AE 
fis |¿ zl < eBt, [FO 一 f(z)| < ó, N t; 

ij Kon 
aB, 6 


dél < sul fC — ON, 


1 
3 $ 
< Š. 2m = 220, 
HOM e— 0 BF, (4.6.4) 右 端 第 二 个 积分 
Omt LOPE 
]z P dé — 0. 
所 以 将 (4. 6. 4) 对 。 取 极限 , 即 知 公式 (4. 6. 2) 成 立 ， 
4 fG) dE D nenn, D2 = 0, 这 时 (4. 6. 2) 式 即 通常 的 
Cauchy 积分 公式 . 


利用 上 述 Cauchy-Green 公式 即 可 得 到 复数 平面 上 5 一 方程 的 
解 . 


在 公式 (4. 6. 2) 中 命 9 二 DIE War i Wo = 0,45 4.6.22 sË 


两 端 进行 5 = 2i 运算 ,由 于 右 端 第 一 项 对 z 是 全 纯 的 , 立 得 


3, lÍ sede 7-. 
x x, rr gG»,V z € D. 


g G6 
Zmije G — z 


就 是 5 一 方程 的 解 . 而 且 有 一 致 估计 (Z” 估计 ) 
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(4.6.5) lal < cl|lg| c 918 o 的 常数 ， 


在 此 
(4. 6. 6) II * l= = max| `l, 
D 
这 由 
Í, SAB my: z€ DM :常数 ， 
立即 知道 . 


4.6.3 ”光滑 函数 的 Bochner-Martinelli 公式 

现在 我 们 对 上 一 段 单 复 变 量 的 情形 解 3 一 方程 的 过 程 进行 分 
析 以 便 对 解 多 复 变 量 的 5 一 方程 上 有 所 借鉴 . 

单 复 变量 的 5 — 方程 的 解 是 通过 Cauchy Ez K (5,2) 的 积分 
表示 出 来 的 ,其 所 以 能 得 到 这 个 解 ,是 因为 核 K(6,z) 满足 以 下 条 
件 : 

i) E KG, 是 5 闭 的 (1,0) 形式 , 即 3K (6,z) = 0, 

ii) 核 K(6,z) 34 Š = z 时 , 奇 点 的 阶 是 合适 的 , 即 


f, IKG A G| <+ =o, 
if KG, 可 以 计算 ， 


iv)K(5,2) 对 = 全 纯 . 
条 件 D —ii) 是 保证 Cauchy-Green 公式 成 立 , 条 件 iv) 是 保证 借助 
Cauchy-Green 公式 把 3 一 方程 (4. 6. 1) BJ 8 u B] Cauchy 核 K (6,2) 
的 积分 表示 出 来 . 

# n> 1 的 情形 ,自然 希望 能 找到 满足 条 件 D 一 iv) 的 核 ,使 3 
一 方程 的 解 能 通过 这 种 核 的 积分 表示 出 来 ,这 方面 可 以 利用 的 工 
RE B-M 核 , 以 后 我 们 会 到 ,只 要 将 B-M 核 适当 修改 就 可 以 达到 
这 个 目的 ,下 面 我 们 先 介绍 对 光滑 函数 的 Bochner-Martinelli 公式 
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的 推导 ,从 中 可 以 给 我 们 启发 要 怎样 对 B-M 核 进行 修改 才能 达到 
解 5 一 方程 的 目的 . 

定理 4. 6. 2 (Bochner-Martinelli) ” 设 D 是 C" 中 的 有 界 域 ,3D 可 
微 ,f(z) € c> (D), Wl 


GO) = | roo 2t 2) 


[aro No — z,ë — D) ,z € Dp oG — z,ç — 2 MAR 
(4. 1. 2) 中 所 定义 的 核 .如 f(z) 在 万 全 纯 , 则 (4. 6. 7) 382 B-M 积 
分 (4. 1. 1). 

证 明 ”我 们 可 以 将 公式 (4. 1.2) 中 的 B-M I ol — 26 — 2) 
改写 成 


x 2 (— pee 
(4. 6. 8) o — 46—2)— ny 
[Ədog|ç — z|? A @adog|é — 21], 
或 者 
(4.6.9 ol — z,é — 2) 
(0 — D! 5 n 3, 
= 675 (名 (— D'7!gàgn A t A CE] A + A dega) A dé 
其 中 
(4.6.10) aG.2- EN 


|ó — z|? 

为 了 得 到 公式 (4. 6. 7) ,下 面 我 们 对 8-M 核 o(5 — 25 — 2) Iè 
证 上 段 中 Cauchy E K(¿ ,z) 所 满足 的 条 件 Diii). 

i) H o — z,6 — 2 E OV Qn 一 1) 形式 , 即 

Zol — z,6— z) = 0. 

由 于 G2 满足 
(4.6.10. 936 — 2096.2 = 1, 21 (à — 200 5,2 = 0, 
BI (g) 线性 相关 ,因而 

Begi A Dege ANSA 3g, = 0, 
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由 此 立 知 
Zol — z, — z) -0, 
Bl o(¿ — z,£— z) 是 35 闭 的 (an 一 1) 形式 . 
ü) Wo 一 z,$ 一 z) 当 6 二 z 时 , 奇 点 的 阶 是 合适 的 , 即 
[ie — 22-9 A dil <+ eo. 
H ol 一 zz 一 2 的 表达 式 即 可 看 出 它 在 5“ = :的 奇 点 阶 数 
是 2n 一 1, 对 维 数 ( 实 维 数 ) 为 2 的 有 界 域 也 来 说 ,上 式 显然 成 立 . 
ub[. | o(6 — 2$ — D SIDUERE RR B.C) 是 以 z 为 心 ,为 
半径 的 超 球 B.(z) 的 边界 . 
在 B-M 积分 公式 (4. 1. D 中 命 f(z) = 1 立 知 
foet- 8 — 9 = 1. 
也 可 直接 计算 如 下 : 
由 于 


dlogls — z|° = 


4p Zale =el Ale — z A ale — sP 
lE «lt =z] 


zl? e 
PEC gan) EXRIe al? A alio sto O 


Gaelog |ó 
voL 835 — 
[$=z 


所 以 
| ws — 26— 2) 
anc 


1 1 £ I 
cxi A — zl? < 一 zie 
TET |n oels I A 《alog15 — z1?) 

1 Í alé — z1? A @alg 一 z2) 
[pL [= sl” 
1 b 


c — z|? 可 ae — z|?y7! 
= Qu» mE z|* A (3.3.16 — zl?) ] 
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Galé — zl» 
"m 


Guy ze]... 2 A dš)" 


TEN 


Guy zx], te A dë À *= A d, A Š, 


= n! l. 2 yaa 
7 Guy PC IB 


由 以 上 所 述 可 知 公式 (4. 6.7) 成 立 . 口 

但 上 一 段 中 的 条 件 iv) X} B-M ARRE, Bl oC; — 25 — 2 Xf 
z 不 是 全 纯 的 ,所 以 不 能 直接 利用 公式 (4. 6.7) 得 到 5 一 方程 的 解 
的 积分 表示 ,原因 是 单位 分 解 


(4.6.12 1= X Daea = XG — a) =u 
中 的 g (52 对 z 不 是 全 纯 的 (参考 公式 (4. 2. 10)). 

由 于 强 拟 凸 域 具有 较 好 的 几何 和 分 析 性 质 ,例如 它 的 边界 的 
定义 函数 是 多 次 调和 的 ,在 强 拟 凸 域 上 Cousin 问题 1 和 除法 问题 
都 是 可 解 的 ,利用 这 些 性 质 我 们 可 以 对 强 拟 凸 域 找 出 新 的 单位 分 
解 , 对 B-M 核 作 适当 修改 ,从 而 得 到 强 拟 凸 域 上 5 一 方程 的 解 ,以 
下 我 们 详细 介绍 这 个 方法 . 


4. 6.4 寻找 新 的 单位 分 解 

设 D 是 C" 中 具有 光滑 边界 OD 的 强 拟 凸 域 , 并 设 5E aD, € D 
并 充 份 靠近 5, 将 p(z) Ti Taylor 公式 展开 得 
(4.6.13) pG) = pO + Dp G; — 60 + >) G) Gs — €) 


; 
+ iX (OG — 6G — 6) 946, — $) G, — 80 
+ Dprls— 6.) G — š) + (C£ — 2|. 
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其 中 


(4.6.14) BO GP) pu = GE. 
! 7 
p 


Pie = ETRA 


命 
(4.6.15) F(5,2 = DAOG 一 与) 


FDO G — 6) G — 6). 


由 于 p(z) 是 强 多 次 调和 的 ,存在 正 数 M > 0 f G WL R. C. Gunning 
and H. Rossi[ 1965] 第 266 页 和 B. C. Bnanuwupop[ 19647] 第 125 页 ) 
(4.6.16). Spa (DG, — 6) G — $) MI — zl*, 


因为 2D 是 紧 的 ,M 可 以 取得 对 所 有 的 5E 93D 是 一 致 的 ,因此 当 z 充 
ADAE b 时 ,适当 减 小 M ,从 (4. 6.13) 式 可 以 得 到 
(4.6.17) pC) Z pE) + 2ReF (6,2) + M|¿ — z}? 
因 当 z € Di oG) < 0, X4 ¿ € aD BF, oC) = 0, BELL 
(4. 6.18) ` — 2ReF(¿,z) > M|¿ — zl. 
这 样 就 得 到 一 个 全 纯 函 数 ECCL 28 ¿ € aD, € D 并 充 份 靠近 5 
时 ,满足 7(6,6) = 0,F(¿,z) = 0. 

设 
(4.6.19) Ds{z:p(z) < ô}, B.) = (z: |z — 6| < e} 
对 函数 F(¿,z) 我 们 还 可 以 证 明 下 面 的 (参见 T. M. Xeuwun[ 1969 ] 
引 理 2. 4,11. A. AiiaeHbepryA. IT. IOxxakop[ 1979] § 10). 

引 理 4.6.1 对 某 些 5 之 0 和 之 0 可 以 找到 对 >E poflc € 
9D 定义 的 函数 (5,z) ,使 得 

a) 对 任意 固定 的 5 € 93D, 函数 (5,z) 关于 z E 06 是 全 纯 的 ， 
且 对 =E DNG),6.2 = 0; 

b) 对 任意 固定 的 2€ Do. ERE (5. 关于 5E 9D 是 连续 可 微 
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的 ; 

c) 对 任意 固定 的 5E 9D 及 所 有 的 zE B.) N Dog 
(4. 6. 20) $(5,2 = F(65,2H(,2, 

其 中 也 (5,z) 是 在 球 B.(6) 与 区 域 ;的 交 中 全 纯 且 不 为 零 的 函数 . 

证 明 可 由 强 拟 凸 域 的 Cousin 问题 1 可 解 得 到 ,大 意 是 适当 选 
取 5 之 0 可 以 使 25 还 是 强 拟 凸 域 , 这 时 在 po 中 考虑 全 纯 函 数 F (e, 
2) ,因为 强 拟 凸 域 的 Cousin 问题 工 可 解 (参考 肖 荫 堂 {1979],H， 
Grauert and K. Frische[ 1976 ]) ,因此 可 以 找到 一 个 Dó 中 全 纯 的 函 
数 中 (6,z) 在 6 € ap BA pim pO 有 相同 的 零点 ,在 Dó 的 其 
它 部 分 不 取 零 值 , 即 对 任意 固定 的 5E 9D 及 所 有 的 2€ B.C) N D6 
有 

中 (5,z) = F(¿,z)H(¿,z), 
其 中 H(6,z) 是 在 BC) N Dó 中 全 纯 且 不 为 零 的 函数 ,并 且 函 数 
中 (6,z) 具有 引 理 中 的 性 质 a) #ü b). 

引 理 4.6.1 中 的 函数 (6,z) 还 有 以 下 性 质 ( 参 见 r.M. 
Xènkun[1969] 引 理 2. 7,TI. A. Afienioepr, A. TI. IOxakos [1979] 
$10) 

538 4. 6. 2 Ë DOS C'rhib ORT C 类 的 强 拟 凸 域 ,而 (6， 
2) 是 引 理 4. 6. 1 中 定义 的 函数 , 那 末 有 表示 


(4.6. 21) $(5,2) = 3G — a) P.G), 
k=l 


其 中 zE Do,c € 9D,{P.(6,z)} 是 当 固 定 6 时 关于 z€ D5 是 全 纯 的 ， 
又 当 z 固 定时 关于 5 € 9D 是 连续 的 函数 . 
证 明 可 由 强 拟 凸 域 上 除法 问题 可 解 得 到 (参考 定理 4. 4. 1). 
由 (4. 6. 21) 得 到 一 个 单位 分 解 


ceaAGCDOá 2. 
(4. 6. 22) 2 d.) (¿ —x) = 1, 


(利用 它 可 以 得 到 强 拟 凸 域 上 全 纯 函 数 的 积分 表示 , 参考 
Cauchy-Fantappië 公式 (4. 2. 1)、(4. 2. 11), (4. 2. 10) 和 后 面 的 公式 
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(4. 6. 31) 和 (4. 8. 3) (4. 8. 4) 再 由 (4. 6. 12) 可 知 , 对 任何 实数 4， 
都 有 


(4. 6. 23) 
_ 、 忆 (6,z)] _ 
PS Da + A-D palT h 
id 
: PH _ a, P:(6,2) 
(4.6.20 GU S62) = jn GS + A — Be 
则 


(4.6.22 1 WDA) = 1 

是 一 个 新 的 单位 分 解 ,其 中 alé) HEE 9D,2 ED 时 ,对 z 不 是 全 
HU AEEA 却 是 = 的 全 纯 函数 ,利用 它 可 以 得 到 强 拟 凸 域 的 了 
— 方程 的 解 的 积分 表示 . 


4. 6.5 Xeukun 核 和 3 — 方程 的 解 的 积分 表示 
在 强 拟 凸 域 D 上 ,以 Ge(2,6,z) 代替 g.(6,z) 仿照 (4. 6.9) 构造 
一 新 的 核 


(4.6.25) K(A,6,2 = 


e AC Dede, A A [k] 
No A dG.) A dé 
称 为 Xenxun 核 ,其 中 
d = d, + d, = d, + 2 + 2.. 
现在 任意 固定 >E D.,fE(¿,2) € C X 有 中 研究 问题 . 
由 
>G — z)G = 1, 


分 别 施行 运算 未 ft a, 再 相 加 得 到 
M 6, + 460 — z) = 0, 


HH 3; + dÀ = d 一 3: 得 到 
MG — z) GG, — 36.) = 0, 
由 此 
> (à 一 2246, > 28,6, > 26 2) ed, 
Bn 


>G — 246, = 0Gnod di, v de) 
D 


所 以 

(4.6.26) dG, A dG, A + A dG, = 0(mod dë, dé,) 
因此 i 

(4.6.27) d4K(ÀA,¿,z) = 


(n — l)! a- ; ET M 7, 
— Gm 22 C D 4G, A dG, A + A DE] A + A dG, A 


dš 


CS DE 
= VEG A += A dG, A dé = 0, 


即 K(4,6,z) J& — d E 2n — 1 KÉR. 
设 f(z) € cO» , 则 有 
d[f (EK C46,2)] = FE) A KOs6,2)- 
现在 在 下 列 区 域 ( 见 图 4. 6. 1) 
(¿€ [0,1],.£ € 9D;4 = 1,D\B.(2)} 
上 考虑 上 式 的 积分 . 
由 于 (人 一 0,5E DA= 1,6 € IBC) 是 上 述 区 域 的 边界 ,所 
以 应 用 Stokes 公式 得 到 
(4. 6. 28) 
re A KO 6,2) + lim m AGO) A kA,6,2) 


VAR C) 


=— W.S + lim | E FCK CGE). 
sEm 


CERE 
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WES A = 0 时 ,G:(0,6， 


_ Byz) 
2) = pea’ H W 


“ss o C 


2 = «6,2. RW 
K(1,6,2) = o(6 — 26 
'—» 即 B-M 核 . 

下 面 我 们 算出 (4. 
6. 28) 中 的 极限 项 ， 

im f Ero 


DNB, (2) 


A KOs6,2) k=1 
= imf AO A 
ol — 2,6 — 2) 
= [aro A oG — z, 
¿— > 
由 于 f(6) 在 点 z 连 续 , 所 以 
lim | | f(DKO, 6,2) = 


m 


= lim| f(Do( — z,6— 2) 
4€ 3B, C) 


e0 


N 


图 4. 6.1 


- imf GO — FENE — 2z,5— D3) 
£€ aB 


m 


+ fG) | olg — 2,6 — 2) = f(2). 
ORI 


将 上 列 结果 代入 (4. 6.28) 式 得 
LS A KG@,¿,z) + [aro A eG — z,6 — 2) 
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2 j fGOK(0,ç,2) + fO). 
gean 
Bp 
= 1 
(629 o= f aro ^ [xoc 
¿€əp ° 


+ [At ho — 22-9 + | AOKO. 


公式 (4. 6. 29) 是 强 拟 凸 域 D 上 光滑 函数 f(z) € ceo (D) 的 积分 表 
示 , 称 为 Leray-Stokes 公式 , 它 具 有 与 单 复 变数 的 Cauchy-Green Zr 
式 (4. 6. 2) 类 似 的 许多 性 质 , 从 它 可 以 得 到 强 拟 凸 域 D 上 5 一 方程 
(4. 6. 1) 的 解 的 积分 表示 . 

HX K(0,¿,z) 对 = 是 全 纯 的 ,因此 如 记 9 = AS ERA 
3g = 0, 这 时 
4.6.30 um | gA CKG, + IE E —4£— 2) 
是 强 拟 凸 域 D 上 5 一 方程 (4. 6. 1) 的 无 穷 可 微 解 ,公式 (4. 6. 300 称 
为 Xenkm 公式 . 

当 f(z) 在 强 拟 凸 域 万 上 全 纯 时 , 则 公式 (4. 6. 29) 变 为 
(4.6.31) f(z) = [rok 
这 个 公式 称 为 强 拟 凸 域 万 上 全 纯 函数 的 Xeuxuni-Ramires 积分 表示 
(T. M. XeHkua[1969],E. Ramires de Arellano[ 1970). 


$47 3 一 方程 的 解 的 L7 eit 


综合 上 节 所 述 可 写成 下 列 定理 

定理 4.7.1 设 D 是 C* 中 具有 光滑 边界 3D 的 强 拟 凸 域 , 即 D 
= {z:p(z) « 0) ,其 中 p(z) 是 实 函 数 且 p(z) € C (0. = Sad 
是 定义 于 也 的 Ce"(D),(0,1) 形式 , 即 g E430D) ,并 满足 99 = 0, 
那 末 由 公式 (4. 6. 30) 或 
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Aa wmi 
4.6.30. u = CD rL... TONO 


| Hg 


a) — 
[e — zi olé) A o(¿)] 


所 定义 的 函数 x(z), 是 5 一 方程 (4. 6. 1) 的 无 穷 可 微 解 ,其 中 
(4. 7.1) o(£) = dé = dé À * A dé, 


(4.7.2). AM = MC Dman A dp A ++ A dpa A dpa A 
k=l 
e A dhs 


£ — z, LACE) 
(4.7.3) Nh —G, agaat C D Pes)’ 


(k = 01,2,*,2),6 € 3D,2 € [0,1], 
并 且 有 一 致 估计 
(A.7.4) |a, < ellgluo? C 为 不 依赖 于 9 的 常数 ,其 中 
(4.7.5) 


lule = max lu) | ,gl = D lale. 
z€ D UU 

以 下 只 要 证 明 一 致 估计 式 (4.7. 40 成 立 . 

注意 ”一 致 估计 式 (4.7.4) 中 的 常数 C 与 D 有 关 , 即 C= 
C(D),C(D) 不 仅 依赖 于 区 域 D 的 直径 ,而 且 还 依赖 于 区 域 p 的 其 
它 参数 ,特别 是 依赖 于 区 域 p 的 强 拟 凸 性 . 

证 明 ”由 于 (参考 定理 4.6.2 的 证 明 ) 

J, lee — a5—D A dil <+ °, 


所 以 
[X A o — =ë — | 之 常数 Xx lol 
因此 只 需要 证 明 积 分 
(4.7.6) NF ^ Sika 
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当 zED 时 ,对 5E 3D, 积 分 是 一 致 有 界 的 ,其 中 核 KO.) 的 表 


达 式 是 (4. 6. 25). 
首先 计算 核 KO. G2 ,我 们 有 

dG, = À,G, 十 3G + d,G, = 3,6, + eG + Bina, 

E439 3,6, A dé 二 0, 所 以 计算 核 时 2,6, 这 项 不 必 放 进去 ,所 以 


KG.) = COLS] C7 DAO + aa A … A 
: 


Z 27. z a0, ,, 
QG, + G 人 … A GG, + 301 A d 
3 ES i 
= ecc D'16 376, 和 A A FG A GAA À Ra 
>s S 
No ARG A … A 3G.) A dE + F d2 W 
0 Z^ 三 
= ex > 16, ah A %G, À e ADO; A NA 
全 "NS jttt1G, 94; A 3,6 x 
A= ARE oD a GRAN GN e À àG, À m 
A N " 
信 9:G; A … A àG.) A dé + 6 42 B RT 
G G, 
9G. 96, 
ð 934 


= A 
=oD D+! dA AÀG, A A WG, À A 


E 


io 2 _— @— 11! 
A … A WG.) A dé 十 无 入 的 项 ,其 中 Ce — Qu 


注意 ,估计 积分 (4.7.6) 时 不 必 考 虚无 的 项 ,由 于 在 2D EE 
A dé = 0,7 K Osb, 2) RARP dà A dç, A … Ades, ,人 的 


系数 是 


个 
2&6; 
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Q. “weas G. 
Ii an 86. 
DA 94 
ac ac. 

(4.7.1) a ET x, 记 作 D 

5 I 

ao, a6. 
95, , 25, , 

H+ 

GG 一 加 十 (1 一 力量 Atao, 
9 -a P 


所 以 


Haa) pira) r3 no 
i $ (— 2) x 第 二 行 加 到 
| 二 —4+ 
D= li 第 一 行 去 
Pi sala PU xs 
: 第 一 行 加 到 
Dy de 一 行 加 到 |-  - 
Sr Wh Ey Gu 第 二 行 去 人 一 2 
le—zl: 0 =. lé — z 


一 -一 一 一 一 
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& — " " 2 
|£ — zl |£ — 2f 
Poo uuu P. 
中 中 
| MES ..... E3 
IEn, at, 
0 A 2G, 
a6, 。 a6, . 
又 由 于 
26, X z $ z alg — zl? 
a, Boh Jes x 
(I — å) 3P, P, ah 
+ LE an (1 ) — 
° a, V ar, 
和 上 面 一 样 经 过 行列 式 的 计算 可 得 
(4.7.8) g-— 
R4. | ugs DE. 
j= zl |£ — z] 
ËA —* ses P. 
$ 中 
1 一 2ap， 0. — 1 — å aP, 
peque rg gp Tn ede 


行列 式 儿 关 于 是 一 个 多 项 式 ,因此 | KG.) 对 2 的 积分 
显然 是 有 界 的 ,我 们 要 证 明 的 是 行列 式 2 34 z € DERG E 9D 积 
分 是 一 致 有 界 的 . 中 的 奇 点 只 在 = ¿ € OD AEEA) 
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(4. 7.6) 34 z— é € 9D 时 的 性 状 . 

Hi (4. 6. 15) 和 (4. 6. 20) 可 知 
(4. 7.9) loa | > XX |ó azl 
(这 个 常数 与 区 域 D 的 强 拟 凸 性 有 关 ), 因 此 夕 中 除 第 一 行 在 z= 6 
的 奇 点 阶 数 为 1 外 ,其 余 各 行 奇 点 的 阶 数 都 是 2, 因 此 关键 是 要 当 z 
一 5 时 估计 积分 
(4.7.10) | alde) 


sea |£ ze 310] ° 
其 中 odo) 是 区 域 也 的 边界 32D 上 的 2n 一 1 维 体积 元 素 . 
由 于 


a (d$) " i 
im PIERII TN esito: Ne ou 
而 第 一 个 积分 是 没有 奇 点 的 收敛 积分 ,所 以 只 要 估计 第 二 个 积分 
ws 
(4.7.10) dne lé — zi*-7*ie] 


由 引 理 4.6. 1 函数 中 (6,z) TE ¿ € 9D 的 邻 域 中 和 F(z,6) 有 相 
同 的 零点 ,同时 利用 关系 式 |F| 一 |ReF| + LImF| 和 
(4.7.12) |ReF| > W£ X |¿ — s|, 
这 时 只 要 估计 积分 
o (4) 


ATE m | i£ — se — z]: + Hmrl) 

将 边界 9D 的 5 邻 域 记 为 (3D),, 即 

(0D), = U SG.0. 

现在 在 固定 点 z€ COD), 由 D 的 邻 域 S(z,0o) 进行 变量 替换 ,将 复 
Bb YR Gusto eres REA ERE ER itn stas RE CG) 是 5 的 连续 函 
数 ,使 得 : 

1tG) = 0,G = 1,2,7:,2)5, 

2)4 = pġ) — pG), 

3)ts = ImF(ç,z). 如 果 在 点 = 关于 6 的 梯度 


grado(¿)|: ..grad ImF (S$,2)|: 
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F 于 零 且 不 成 比例 , 则 上 述 变量 替换 对 任意 充 份 小 的 5 都 可 以 作 
H. 

事实 上 ,如 果 zE (OD, N DH 5 充 份 小 , 那 末 由 定理 对 函数 
p 所 加 的 条 件 可 以 证 明 — grad p(G)|:-: Æ 0 (T. M. Xenkun[ 1969] 
引 理 2.3). 

由 
(4.6.13)! pC) = pCD 十 2ReF (6,2) + Mos G; — 62 


jè 


Z — &) + 0(|¿ — zl» 


可 推出 等 式 
(4.7.14) grad ReF(Z¿,z)|o. = — grad PC) | 
此 外 ,从 函数 PCS 2 的 公式 (4. 6. 15) 可 以 得 到 条 件 
I =- e| 
(4.7.15) ao e cd NE, 
如 果 命 6 = ncn HEB (A. 6. 13) 和 (4.7.15) 可 知 
| -12 
Əz, 2 24" 
(4. 7. 16) < a 
(amr =L: Sp: 
Ma e: 2n 


这 表明 对 任意 的 zE (OD N D 
|grad Im#(¿,z) |.-. = + lsrad PG) |. Æ 0, 3E B. j HE grad 
ImF(£,z) |=: 垂直 于 向 量 grad pC2 |e- 
施行 上 述 坐标 变换 后 ,可 以 证 明 
(4.7.17) o (d£) < yidtidts-- dto, , 
(4.7.18) |£ — Snt 8D, 
其 中 y » 是 与 2 和 “ 无 关 的 常数 . 


因此 当 ó 充 份 小 时 ,对 任意 的 >E OD, D 5, 我 们 有 估计 
I< »| 


t€5G.A) ND 
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dt;dts*--dt;, 
(8 + ú + HETIL HS ñ HR + 0.) 十 lel] 


命 g+ü+- +h =m 
由 于 ó 充 份 小 ,只 要 证 明 积分 
7.19) EN 72-3(72 + [6p 
4833. 
利用 球 坐 标 (7 perpar Qai: 
t, = rsing; 
ts = rcosg;:sings 
(4.7.20) to = TCOSQ?COSQs *** COSQ?, — SİNP2s— 1 


ton = TCOSP2COSP3***COSP2n—2COSP2s—1 


0< gy Sm, 0 X nca < z,0< gas < z,0 nis 2m, 

J — — (hits) 
A(T ,pas ttt » Pon) 

积分 (4.7. 19) 化 为 


1 [x drd0 
| [e X (其 中 4 一 9) 


Kikit AE ko < [sino | ,是 某 实 常数 ,所 以 
ll* drdg 1[* drdó 

Ji: (r + |sin9|) < D, (r + k8) 

= faa + k0) — Ink0)40 <+ co. 
定理 证 明 . 

强 拟 凸 域 的 5 一 方程 (4. 6. D 已 经 近 广 到 当 g 是 定义 于 D 的 
c= D), 0,1) 形式 , 即 g € C62 (D) ,和 定义 于 D 的 C~( 态 ,(p,9) 形 
式 , 即 g€ ct (D) 的 情形 ,这 时 分 别 存在 (0,9 — 1) PER (Sq — D 
型 可 穷 可 微 解 (1.Lieb[1970]，[1972],ll. qvrelid[1971],B. 


Berndtsson , M. Andersson[ 1982]). 关于 解 的 光滑 性 除了 一 致 估计 以 
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= r” tco! 39, cos? qi COSPr—z 


外 ,还 有 Halder 估计 和 L 估计 (N. Kerzman[ 1971 ]). R. M. Range 和 
Sin Yum-TongC Hi Bñ 3£) [1973] 还 对 边界 2D 是 逐 块 光滑 时 的 一 致 
估计 作 了 研究 . 我 们 将 在 S 4.9 和 S 4. 10 作 一 些 介绍 . 


$4.8 ” 强 拟 凸 域 上 会 纯 函数 的 积分 表示 


在 $4.6 末了 我 们 得 到 了 强 拟 凸 域 上 全 纯 函 数 的 


Xenxumn- Ramirez 积分 表示 (4. 6. 31). 由 于 (考虑 (4. 6. 25)) 
( — Dt v [P62] 


(8.1). .K(0,6,7) = t. TED o(& — z,PCG, 
2) IEH PG = (G2) PG) i PI 2)) LR fir 
(a — D! 


(4.8.2). KODUD = cioe PEDOG), 其 中 C 
是 强 拟 凸 域 D 的 边界 ID 上 的 (2n 一 1) 维 体积 元 素 , 那 末 我 们 可 以 
将 这 个 结果 写成 下 述 

定理 4. 8. 1 (Xenkun 一 Ramirez). 设 D 是 C" 中 边界 属于 CY 
类 的 强 拟 凸 域 , 设 8(6,z) 是 引 理 4. 6. 1 中 定义 的 函数 ,P(6,z) 是 引 
38 4.6.2 中 定义 的 函数 , 那 末 对 于 任意 的 函数 f(z) € AO AR 
分 表示 

(4.8.3) f(z)= [| fo — z,p(6,2)) 

或 


«4&0 o= [rode 


其 中 KG 是 关于 z € D5, 全 纯 , 关 于 5 € 9D 连续 的 函数 ,0(45) 
是 强 拟 凸 域 忆 的 边界 OD 上 的 (2n 一 1) 维 体积 元 素 。 

注意 : ”公式 (4.8.3) 也 可 利用 由 引 理 4. 6. 2 中 所 定义 的 向 
量 函 数 zc,z) = Qt gi D emp 22) 直接 由 Cauchy 一 
Fantappié 公式 (4. 2. 1) 得 到 . 


oldó), 
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$ 4.9 ”具有 逐 块 光滑 边界 的 强 拟 凸 域 上 的 
Leray 一 Norguet 公式 


定义 4.9.1 设 DCC 是 一 开 集 ,的 边界 0D 称 为 逐 块 CO 
光滑 的 ,如 果 存 在 3D 的 一 个 邻 域 5 的 一 个 有 限 开 复 盖 {7,) 和 Cc 
函数 
As > R,k = db N, 使 得 满足 下 列 条 件 ， 

(D ISV, U = UP 

(2) REV U UT, 属于 D 当 且 仅 当 , 存 在 一 1 二 过 
入 使 2 € Vi,pi(z) < 0. 

(3) ”对 每 一 指标 集 1 < 过 …… 二 太志 入, 和 对 每 一 点 2 € 
V, fl N Veda (2) A * A dp, (z) #0. 

命 S: = (z€ ID N Varp = 0}, IIF k= 0,7, N. APRECIA 
hk < N 的 每 一 有 序 集 K = k) ,定义 


fs m 由 5%, 如 果 整 数 如 …, 是 不 同 的 配对 ， 
d | Ø ET 

我 们 选择 s, 的 定向 使 得 

(4.9.1) aD = Xs. 

使 得 i 

(4.9.2) aS, = >s. 


其 中 3D 和 25, 8 E [8] y 3 ie DA S, BJ RE EJE SERO , X k, = 
Gk DIRK = Ok) + S, M E 8] X: F K J y ht 4154 
称 的 . 

以 人 表示 所 有 点 (0, 为 ,… ,入 ) E ROD AFR, EGA 
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对 于 j= 0,1,，…,AN， Ep MER da, A … A das E XC A RI 


方向 . xp EORR < --- 过 i 所 的 每 一 个 严格 增加 的 指标 集 7 = 
Gioi) fh 


Auc (€ ASA = 1) 
并 选择 A, 的 定向 使 得 
(4.9.3) 3A, = xc DA, 


容易 看 得 出 ， XML < -<k< x 的 每 一 严格 增加 的 指标 
f& K = irk) Aa 具有 由 形式 dh, 人 … A da COK: = Cus, 
S DYIS AER IER 1 oido 0 aR PROBE 
是 十 1. 

对 整数 的 每 一 个 指标 集 ! 一 Genio dd Min 

引 理 4. 9. 1 
(4.9. 4) a2 DES, X Aor) = 2j5 X Ax — 9D X Au 


其 中 求 和 是 对 整数 ] < h 过 … 达 入 入 的 所 有 严格 增加 的 指标 
集 = (ku k) 进行 的 . 
证 明 ”由 于 dimwS, = 2n — |k| ,我 们 得 到 (4. 9. 4) 的 左 端 等 于 
> 1) 4 (28g X Aor + (— 9718. X aAw)， 


da. 9.2) fl (4. 9. 3) sema. 9.4) 的 左 端 等 于 
> Dis, X Ax + >s X Ak 
十 >s x $c D'Aoa dti 
WX K = GQ," Ei). 因此 ,由 于 之/ Sk X As) = 9D x Ao, # F 
只 要 证 明 dE 
(4.9.5) 之 (一 D Esu X An + 
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229 x $c D'Ava,- = 0. 
当 ! bos N RIIA Pi 表示 整数 1 过 二 … < k < N rh 
所 有 严格 增加 的 指标 集 K 二 (ki，,…,) 所 成 的 集合 . MEK = (ki， 
"Ok € Po 然后 以 天 "表示 有 -中 使 EU K° = ON) 所 成 的 
集合 .如 果 K' = Wik) € Pa M jE K', 即 对 某 些 1 志 7 声 
LF Lj = kr, WE CK ui). = r ALK, j) = Gems usnm, 
Fi). 由 于 当 j 了 Ek 时 S, = 名, 则 (4.9.5) 可 以 写成 


v- 
(4. 9. 6) > [2 c D'S, x Am 
t= 1”K6€P, 
JEKS 
+ 2 (Dose X Asa ]- 0. 
rers 


XH— 3X 0.» 其 中 K € PP 和 JEKc, 存 在 一 对 和 仅 有 一 对 (CK'， 
i B K' € Pai Wi E K', 使 得 L(K',i)] = Ki jii H £ 
个 这 样 的 配对 (CK' i) 都 可 这 样 得 到 . 所 以 ,只 要 证 明 对 所 有 的 1 < 
ISN-— 1,K' € P. #l j € K' 有 
(— 1)!S,e,p; X Aor. + (— 1)%28 X Aow, = 0, 
但 这 由 关系 式 Sy = (— 1-18, 立即 可 以 得 知 . 口 
以 下 我 们 将 具有 光滑 边界 的 强 拟 凸 域 D 上 的 Leray 一 Stokes 4 
式 (4. 6. 29) 拓 广 到 强 拟 凸 域 D 的 边界 是 定义 4.9.1 意 义 下 的 逐 块 
光滑 边界 的 情形 . 先 将 DT — Stokes 公式 (4. 6. 29) 写成 


— DIF P(¿,z) 
(4.6.29) fG = == D IË fo. ECT ) A oC) 


二 | ðO N Pa 


P(6,z) 
@(¿,z 


+ [ro Nus 


其 中 o(6) 和 o! G0 分 别 由 (4.7.1) 和 (4.7.2) 所 定义 . 
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Tüu-A 


» A o5) 


) ^ e). 


设 K = (ki, ki) REPERI DDR ECL k, < --- < k, < N BJ 
指标 集 , 对 具有 逐 块 光滑 边界 的 强 拟 凸 域 定义 新 的 单位 分 解 
(4.9.7) EA): = 2 r= «m^ Pes. 

我 们 有 

34.9.2. 设 f 为 一 在 强 拟 凸 域 D 上 的 连续 函数 ,使 得 形 
式 5f 在 D5 上 还 是 连续 的 . 那 未 对 任 一 固定 的 zE p 和 整数 S h 
二 … < k < N 的 每 一 严格 增加 的 指标 集 开 — On snm RO ,在 广义 
函数 意义 下 
(4.9.8) d, Lf (Go si G,6,2)) A o(¿)] 

= 3 FE A eua. 6,20) A oC) 
HA ¿€ Aor 和 在 Sx 的 某 一 邻 域 上 的 5. 
证 明 只 要 重复 $4.64 
ad[f (OKC,6,2)] = XfG) A KOs62 


时 的 证 明 . 
定理 4. 9. 1 (Leray 一 Norguet)” 设 f 为 一 在 强 拟 凸 域 D 上 的 
连续 函数 ,使 得 形式 3 f 在 D 上 还 是 连续 的 , 那 未 
@— DIf SA 
4.9.9) fG) = EC [pl NN 


HUE 
(Go! L.C + A o) 
FO z^ eu ^96 


- 3X c pj IAO A Pat) A olé) 
Q3 € S, X Aog 


|Ki&a—t 
i = 2 A Oo TE A oc]. 
"—— 1€ kh < --- < k, < NIBSUBI HS 
E K = (hi,… k) Lgs. n < n — 1. 


证 明 由 于 在 (D/2) X A EUER GG, 
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@— D! $z 
A 9C) RI Sie r= J Ps Gi DSP 
Martinelli 公式 (4. 6. 7) 我 们 有 


| Gl) » 
4.9.10. f) = GP [| f arat) A o 


= fpa PEO A Wag A oe)] 
Hi Stokes 公式 


[| LOS EEE A aC) 

Dx Ag 

=- 
D-o 


IEO N orsaltlz,6,2)) A 02 十 
+> _ [oe amo» A «c 
K 


再 者 由 于 dimaSx = 2n 一 |K | ,而 上 式 右 端 第 一 个 积分 的 积分 号 下 
的 形式 关于 5 的 次 数 宇 4 十 1, 第 二 个 积分 的 积分 号 下 的 形式 关于 
& 的 次 数 宇 n, 所 以 第 一 个 积分 当 | 天 | 过 时 为 0, 第 二 个 积分 当 
|K| Zn + 1R$8 0. 因此 由 上 式 和 (4.9.10) 即 可 推出 (4.9.9). 

R. M. Range fil Siu Yum 一 Tong[1973] 对 边界 9D 是 定义 4. 9. 
1 意义 下 的 逐 块 光滑 的 强 拟 凸 域 D 上 (0,9) 型 9 一 方程 的 无 穷 可 徽 
解 和 一 致 估计 作 了 研究 . 


axxAox 


84.10 (Q0 型 9 一 方程 的 解 具 有 权 
因子 的 积分 表示 


4.10.1 ”问题 的 由 来 
我 们 光 回顾 一 下 单 复 变 数 的 情形 , 设 p C C! 是 一 域 ,f 是 定义 
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+ Df C O00, D ERBI S E cE (D) 并 满足 37 = 0, 那 末 
由 Cauchy 一 Green 公式 (4. 6. 2) 立 知 方程 3v 一 了 的 无 穷 可 微 解 为 


el pado 
(4.10.1) w=- I 
即 我 们 有 

n. 1: f A aš 
(4. 10.2) --2g, [£A 


如 果 函 数 F(6,z) ,关于 >E DERART OEC 类 的 ,并 且 当 
《一 z 时 ,P= 1, 那 末 由 于 PFC:2) 一 1 十 (一 2)9(92) 
易 知 也 有 

1 


NEA S. Š f£ A d 
(4. 10. 3) f=- 4 [reo £85 


这 表示 只 要 将 9 一 方程 的 解 的 积分 表示 (4. 10. 2) 简单 的 乘 上 函数 
FC L2 就 可 得 另 一 解 的 积分 表示 . 函数 PC5,2) 称 为 权 因 子 . 9 一 方 
程 具有 权 因子 的 积分 表示 在 应 用 中 有 很 大 的 自由 度 ,例如 在 函数 
的 内 插 等 问题 上 应 用 起 来 很 方便 . 

人 们 自然 会 想到 权 因 子 的 思想 怎样 拓 广 到 多 变 复 变数 的 情 
形 ,这 时 步骤 没有 那样 简单 ,因为 在 多 复 变 数 的 情形 积分 核 的 奇 点 
复杂 得 多 . 


4.10.2 ” 核 的 构造 
设 DCc' 是 一 域 ,下 面 我 们 就 (2,9) 型 9 一 方程 
(4. 10. 4) au 一 了 


来 具体 构造 它 的 解 具有 权 因 子 的 积分 表示 ,其 中 了 是 一 (?,9) 形 
式 , 它 的 系数 属于 cO»). BJ f € eia». 
我 们 先 构造 积分 核 
我 们 从 考虑 0" x C” 上 的 形式 
A = expl n) olé) A oD 
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开始 ,其 中 
n) = Zemo) =d, À A ú, 
考虑 一 映射 
S= (si1,…,s,) :DX D> C0", 假设 映射 S 是 属于 CW 的 ,并 
且 对 5E 了 及 也 中 任 一 紧 致 子 集中 的 z 一致 地 满足 
(4.10.5) |s(&,z2)| < C|ëç — z| ft | <s,¿ — z> | > M|¿ — 
#|*, 
并 且 假 定 WERI 
(4.10.6) S(¿,s) 34 ¿ € 3aD 固 定时 对 zeE 了 是 全 纯 的 . 
如 果 也 是 强 拟 凸 域 , 那 末 映 射 SCs) 就 可 取 作 引 理 4. 6. 2 中 的 
P(5,z), 上 述 条 件 显 然 满 足 . 
我 们 引进 另 一 映射 
Q = (Q,,0):DX D> C, 
假设 映射 @ 也 是 属于 Cm 的 ,并 且 当 $ ED 固定 时 关于 z€ D 
是 全 纯 的 . 


然后 定义 映射 
y: (DX DXA) X (0,09) C x cr 
为 4$(,z,0 = (Q@ 十 ts 一 2) 
其 中 人 为 Dx D 中 的 对 角 线 ,并 合 
N= "A= 


exp(« Q, — z2>+ t < s,¿ — z )0(Q + ts) A o(6— 2) 
为 4 到 (DX DNA) X (0,90) 的 拉 回 . 
命 
N=N + N, 
其 中 NOE N 中 包含 di 的 分 量 .我 们 有 
(4. 10.7) N, = exp < Q + ts,¿ — z> D ag, + usi) A 
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ON sdt A + A (dQ, + ds) A oG — 2) 
= — exp(Q,6 — z)expt(s,ó 一 zyé 


a—2 
9 (s) À o(& — 2 A dt + Dya A di), 
k=0 


其 中 Gs) = C D's; Miss 为 不 含 的 形式 . 

(4. 10. m N' = exp(Q + ts,& — z) (dQ, + tds.) Á 

ON (dQ, + s) A ol — z). 

定义 积分 核 K 为 
(4. 10.9) K= f we 
Xy T Make UG REL HREH Coe E s 6 7 22 0,08 
以 后 会 看 到 这 不 是 必要 的 (参考 后 面 的 引 理 4. 10. 4). 经 计算 有 
(4.10.10) K 2— (a — D!(exp < Q, —z2) X 856—227 

o (s) A o£ — 2 + Ti, 

其 中 7 的 系数 为 0CC16 一 2|*”"), 所 以 K 实 际 上 是 Cauchy — Leray 
JEU exp < Q,¿ — 277 再 加 上 “ 低 阶 奇 性 项 ”( 即 那些 奇 性 之 s， 
6 一 270*? 是 较 低 阶 的 项 ). 

注意 当 @ = 0 RITE 
(4.10. 11) N, =— expt < s,ç — 2> E-a (s) A o(¿ — 2 ^ 
dt) š 
(4.10.12 K =— G — 1)1(s,ç — 227tw G) 人 oo 一 z) 
即 K 恰 好 是 一 Ca 一 1)1! 乘 以 通常 的 Cauchy 一 Leray 形式 


于 4 是 具有 极 大 阶 的 全 纯 形式 ,所 以 dA = 0, 由 此 可 知 当 6 
关 z 时 dN = 0; 同时 由 (4. 10. 8) 可 知 N' 关于 ds,dz 也 是 满 的 ( 阶 是 
极 大 的 ), 所 以 有 

(4. 10. 13) da N, =— da N 一 一 由 

对 (4. 10.9) 在 积分 号 下 微分 在 D X 的 对 角 线 外 面 得 到 
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(4.10.10 dk = [am e [2v - Nd 
0 ° 


id 


= exp < Q,6 — z2> o(Q) A ol — z) 
P. " 


( 当 积 分 时 我 们 把 必 放 到 最 右边 的 位 置 ). 注意 P 不 包含 5, 因 此 由 
假设 9 关于 z 是 全 纯 的 ,所 以 PREH dz 的 项 . p 称 为 “射影 核 ” 


4.10.3 Koppelman 公式 和 3 一 方程 的 解 

在 推导 Koppelman 公式 之 前 我 们 先 介绍 两 个 引 理 

引 理 4. 10.1 对 所 有 在 C* 中 的 = 的 邻 域 中 连续 的 (7,9) 型 
外 微分 式 f(z), 有 
4.10159 imf | f A (k £— 2) = GOD 
其 中 
(4.10.16) — K(£— 2) (n— Dt &£— z,£— 2*9 (€ 

z) 
A ol — z), 


Chin 为 一 常数 ， 

证 明 参 考 钟 同 德 [1986] 命题 2. 7. 4. 

引 理 4. 10. 2 设 D 为 "中 的 一 域 ,f 为 (2,9) 型 外 微分 式 属 
于 CW (D) ,9 为 一 光滑 (7,9) 形式 在 D 中 有 紧 致 支 集 , 则 有 
101D im O ASAKO = Gi |. ^ f. 
其 中 
(4. 10.18) K(s) = — (n — 1)!(exp < Q, — 2>) 

(ss — z > "a (s) A o(¿ — z). 

S 满足 条 件 (4. 10. 5). 

证 明 由 于 KG) 可 以 写成 
(4. 10. 19) K(s) = — (a — l)!(s,é — z2> *o/ (8) A ol — 2) 
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+ odg — zi. 
所 以 只 要 对 @= 0 的 情形 进行 证 明 就 行 了 . 我 们 不 妨 假设 一 s 一 
:之 之 0, 当天 如 否则 我 们 可 将 s 代 以 “5 于 2 二 个, 这 并 不 
会 改变 核 (参考 后 面 的 引 理 4. 10. 4). 我 们 仍然 有 ds = 00). 

fh b = < 一 z Xj" Bochner — Martinelli 截面 ”, 并 命 s, = 4s + Q 
一 2)b,0 < 2 < 1, 构造 新 的 核 
(4.10.20) H=- @— D! <s + Q — Abg — 2270 
(As + (0 — 2)b) A o5 — 2). 
APWE ¿ > z BF,dH = 0. 

对 积分 
«1.20 h= [Ln ^ f A H 
应 用 Stokes ”公式 ,得 到 
(4.1022 L= im csse OAD AH 
另 一 方面 ,由 于 {156 一 2| 二 8} 的 边界 是 零 ( 记 住 2 有 紧 致 支 集 ) ,我 
们 有 
(4.1020 1 = fean PASAKO = 


faa? A f A K@) ,其 中 天 Cs) #l KO) 分 别 (4. 10. 18) 和 (4. 


10.16) 所 定义 的 核 . 
注意 (4. 10. 22) PREH PAA 42 BJ tH SL. 这 表示 


lsil(lsl + 10D | NES ) 
un < (mee a Dap cde — 2mm. 


由 于 {16 一 z| = 6) 的 面积 测度 为 0Ce ,我们 有 lim7， 0. 因此 由 


(4. 10. 23) 可 知 等 式 (4. 10. 17) 只 要 对 s =b = ¿— z 的 情形 证 明 ， 
而 这 由 引 理 4. 10. 1 立即 可 得 . 口 
X. 本 引 理 的 证 明 还 可 以 参考 后 面 的 引 理 4. 15. 4, 那 里 给 
出 了 一 个 直接 证 明 的 方法 . 
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定理 4.10.1(Koppelman 公式) @ f XAF CD) 的 (?， 
q) 形式 , 那 末 ` i 
«1.20 f= Orad fat A K,,C— 1)riee 
(| 57 A K,4— À. Í: A Kra) 
4 4>0,X% 
(4. 10. 25) 
f= Creal fat 人 天 po 


HODES ISA Kre [Am 
3 q 一 0. 在 此 Kra H K WAF z Os 次 的 ,关于 6 是 (n 一 psn 
一 4 一 D 次 的 分 量 ,对 于 ?有 类 似 的 说 法 . 

A fo X Oso 形式 在 中 有 紧 致 支 集 .我们 要 证 
明 积分 [o 人 了 等 于 (4.10.24)( 或 (4.10.25)) 的 右 端 对 于 中 的 
积分 ,我 们 可 以 将 Ku GRE Pn RA KORA P), 由 于 其 它 分 量 不 
起 作用 . 命 

D.=DxXD—{(6,2) € DX D,|¿ —z| <e}, 
并 考虑 积分 
"LIO! ATOA K(6,2) — I. 
如 果 * 和 从 Supp 到 30 的 距离 比较 足够 小 ,我 们 可 以 应 用 Stokes 定 
理 到 De 并 得 到 
(4. 10. 26) 


I= [4AfAK + Dm [e ^d hk + 
b, ` 


JeAyrAz+ | OAfAK. 


le-z—e 
H (4. 10.7) 容易 看 到 所 有 形式 a 和 or (s) 的 系数 都 是 0(|s|) = 
0(16 一 z|). 因此 根据 (4. 10. 5) ,对 9 的 支 集 的 所 有 的 z 一 致 地 有 
K = O(|s|/|(s,¿ — z) |*) = 01e — z|177). 
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因此 (4. 10. 26) 中 的 前 面 三 项 积分 , 当 es 一 0 时 是 绝对 可 积 的 . 
要 想 知道 第 四 项 积分 的 性 态 ,我 们 必须 先 对 K 进行 更 仔细 的 研 
$t. 
由 (4. 10. 7) 可 知 
(4. 10. 27) K = — (a — 1)! (ezp < Q,6—22) 
<s,z— é >" (s) A ol z) HT, 
Xe T, 的 系数 是 0( |£ — z|). (4. 10. 27) 的 第 一 项 可 写成 
(4. 10. 28) — (a — D ! G6 — 279 (s) AoG 一 2 十 Ta 
其 中 7 = o£ — 217. BG ERE 
lim [ISA $A K 
时 ,可 以 用 (4. 10. 28) 中 的 第 一 项 , 即 经 典 的 Cauchy 一 Leray 形式 
乘 以 一 常数 ,代替 K. 但 由 引 理 4. 10. 2 知道 上 述 积分 等 于 Cru 
je Af 
最 后 关于 变量 z 应 用 Stokes 公式 得 到 
[eA £ A K= Conn fo A az [s^ 
并 且 要 注意 我 们 可 以 将 4 RA 3, 因 为 K HEF de M dz ENK 
数 至 少 是 4, 对 5B A 了 也 是 这 样 ， 整理 后 即 得 
[^ Kas: = [o^ (C Drs f afa K = 2; 


[i^n 


+ [os [theod [o ^r 
EEH q> 08 pu = 0, 这 就 完成 了 定理 1 的 证 明 . 
象 通常 一 祥 由 Koppelman 公式 可 以 得 到 . 
定理 4.10.2 假设 5 满足 条 件 (4. 10.5) 和 (4. 10.6), 又 了 是 
一 (p,9) 形式 (9 > 1), 它 的 系数 属于 c (D) i8 If = 0. 那 末 
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(4. 10. 29) u = (— DC. |: A Kai 
Rr u = 了 的 解 . 

证 明 由 于 SC,z) 34 ¿ € 3aD 固 定时 ,关于 z>6E 了 是 全 纯 的 ， 
所 以 K 到 6 € 9D 的 拉 回 , 当 g 之 1 时 是 零 , 因 此 由 Koppeiman 公 
式 立 得 定理 . 


由 上 述 证 明 可 知 我 们 的 核 
(4. 10. 30) K =— (sO—1)le< K+7T 
其 中 
(4. 10. 31) K' = (s,6 — z) "a (s) A o(é — z) 
是 经 典 的 Cauchy 一 Leray 核 或 者 称 为 Henkin — Ramirez 核 ,7 是 低 
阶 奇 性 项 . 这 种 形式 的 权 因子 在 许多 情形 都 显得 太 特殊 了 . 在 下 一 
E 当 我 们 把 K 写 得 更 明确 时 ,就 可 以 看 出 指数 函数 可 以 用 全 纯 函 
数 来 代替 . 


4.10.4 ”形式 更 一 般 的 权 因 子 
定义 4.10.1 ( 反 导 数 )” 设 有 算 子 及 外 微分 式 


= 6-2 p= Oda, Ne Nds À dz, A A 
dz, > 
定义 

bm 一 >e DIF (2, — zz, A A [da J A A dz, 


t=1 


dz, 人 … A dz 
了 定义 一 个 收缩 运算 ,是 线性 的 , 称 为 反 导 数 (antiderivation )， 
. 引 理 4. 10.3 fp (a aD 为 复数 并 记 
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of (a,Q) = Zo- 17a, Ad 
AX i 
(4.10.32) o (a,é) A om) = cauto, A 0373 A dy 
其 中 
C, — (= Dre /a — 01 
证 明 定义 一 向 量 " 一 Xx 那 末 由 定义 4.10. 1,9 Ca, 4) 
三 aj。(6), 但 是 
nrole) A ol = (— 1)e-52( Se; A dn)", 
Vix a 作用 运算 了 , 则 
nto (a,£) A o) = nta Jol) A o0) 
= (— DD ICS ddn) A (246, A dm) 
一 (一 Die-p S agg, A (2146, A any 
这 样 就 完成 了 证 明 . 
前 面 说 过 二 [sae 
N =e <Q t — z >+ t < s,£ — z > ol ts) À oC; — 


z) 
X N. N 中 包含 dt 的 分 量 .我 们 将 由 8 和 构成 的 (1,0) 形式 
Sug, — z) MAAG, — z) 


"el 
仍然 分 别 记 为 S 和 Q. 
注意 
Ne= exp(< Q, = >H 6 27d 
A o! G.Q + ts) A ws — z), 
因此 由 引 理 4. 10. 3 得 到 
N, = Cexp(< Q,¿ — z >+ t < s,¿ — z2))dt A s À GQ + 
ids)! 
.179 。 


= C.exp(< Q, — z2>+ t< a, —z> t À s 
= ,-1 
A DOCE ) UQ A syira, 
k=0 
再 由 天 的 定义 就 得 到 


a—l 
(4.10.33) K= —Cep« Q6 72» S, OLD 
k-0 x 


s A (UQ) A (ds) tt 
< 6 == s >a 


其 相应 的 “射影 核 ” 为 
(4.10. 34) p = exp < Q,ç — z > o(Q) A ol — z) = (— 
1652 /ntexp < Q,6 — 2 >< dQ >". 

注意 ,由 于 我 们 只 对 dé 和 4 的 次 分 量 有 兴趣 ,因此 我 们 可 以 将 
(4. 10. 33) 和 (4. 10. 34) 中 的 4 用 了 代替. 

引 理 4.10.4 fh p:D X D— CN) 为 任意 C? 类 函数 ,那么 
在 (4. 10. 33) 中 如 果 s 用 ps 代替 结果 不 变 , 即 得 到 相同 的 核 . 

证 明 由 于 s 人 As 一 0, 所 以 

ps 人 (dps) = gs A (dp A s + pds} = t's A (ds), 
引 理 证 明 . 口 

引 理 4. 10.4 表明 核 K 关 于 SS 具有 齐 次 性 质 ,所 以 可 以 取消 前 
面 的 假设 Re < s, — z >< 0. 

以 下 我 们 寻找 更 一 般 的 权 因 子 , 将 (4. 10. 33) 中 的 8 用 委 代 
替 ,其 中 4 是 一 正 参 数 ,并 将 结果 记 为 K”. 命 y 为 一 [0. cc] 上 的 函 
数 甚 至 是 广义 函数 ,并 命 


k= F Keg (Adà/a 


其 中 a 下。d2, 当 然 我 们 要 假设 积分 收敛 并 且 a 0. 命 
Gla) = [Leon 


为 9 的 Laplace 变换 ,并 正规 化 后 使 得 a = 二 6(1) = 1. 那 末 由 (4. 10. 
33) 得 到 
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1 ire 
4.10.38 天 = 一 (一 DiC e Dtoeqq,s— O +) 


s A dQ) A dst 
Lesz,’ 

同样 的 办 法 可 以 定义 p» H (A. 10. 33) 得 到 
(4.10.36) p= (— D'C— D/O KQ, — é) + 
1) Q)". 

反之 ,假设 6 是 包含 在 映射 (5,z) > (Q,z — é) + 1 FD x DH 
象 是 一 个 单 连通 区 域 上 的 一 个 复 变量 的 全 纯 函 数 ,并 假设 c(1) = 
1. 那 末 我 们 可 以 用 (4. 10. 35) 和 (4. 10. 36) KEX K P. 由 此 可 
以 得 到 

定理 4. 10. 3 设 6 是 上 述 定义 的 全 纯 函 数 , 那 末 定理 4. 
10. 1 K Koppelman Z$ zr K FI P 48 FI K A P Aet i MA 

证 明 当 C 是 一 漂亮 的 整 函 数 的 情形 ,例如 是 一 多 项 式 ,由 
以 上 所 说 是 很 明显 的 . 即 如 我 们 取 9 为 在 原点 的 Dirac 测度 的 导数 
的 组 合 , 并 且 对 每 一 K 应 用 Koppelman 公式 . 一 般 的 情形 立 可 得 
Al H + G 在 

(6,2) > (Qz — ë) + 1 

的 象 上 可 以 用 多 顶 式 一 致 通 近 . 当然 也 可 通过 直接 计算 K fa P WW 
足 所 要 求 的 等 式 , 然 后 重复 Koppelman 公式 的 证 明 . 

由 于 核 瓜 是 上 述 构造 当 G(a) = ezp(1 一 a) 时 的 特殊 情形 ,我 
们 可 以 省 掉 记 号 “~”, 而 把 (4. 10. 35) 和 (4. 10. 36) 中 的 核 简 记 为 
K fü P. 

对 8 和 G 的 每 一 个 选 择 定理 4.10.3 都 给 出 2 — 方程 的 的 解 
和 全 纯 函 数 的 表达 式 ( 假 设 s 满足 (4. 10. 5) 和 (4. 10. 6)). 

` 由 于 核 K 具有 一 般 形式 的 权 因 子 , 所 以 有 很 大 的 选择 自由 

度 , 在 多 复 变数 的 内 插 和 除法 等 问题 上 有 许多 应 用 , 例如 参阅 
B。Berndtson [1983](Math. Ann. 263. 399 — 418). 
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王 小 芹 [1985] 就 用 上 述 B. Berndtsson 和 M. Anderson[ 1982 ] BJ 
方法 拓 广 了 R. Harvey 和 J. Polking[ 19797] 的 结果 得 到 Canchy 一 
Riemann 方程 的 具有 权 的 基本 解 . 


$4.11. Stein 流 形 ”凝聚 解析 层 


定义 4.11.1 (Stein 流 形 ) 命 M 为 一 n 维 复 流 形 ,4 = 4(M) 
为 M 上 的 全 纯 函 数 族 . M 称 为 Stein 流 形 , 如 果 它 满足 下 列 三 个 条 
件 ， 

I)M 是 全 纯 凸 的 , 即 对 M 中 任 一 紧 集 天， 

R, = {2 € M||fG)| S sup|fl,V f € AMD) 
,也 是 M 中 的 紧 集 ; 

12M 的 全 纯 函 数 分 离 M 上 的 点 , 即 对 VY zw € M,z#w, f 
€ A(M), 使 f(z) Z fe); 

12M 上 的 全 纯 函 数 可 给 出 M 的 局 部 坐标 , 即 对 Vz€ M, 
3 fif. € AM), (fi, fa) 是 z 的 一 个 邻 域 的 局 部 坐标 . 

=: H. Grauert[ 1958] 有 一 个 深刻 的 定理 , 即 如 果 M 是 一 
复 流 形 具 有 强 多 次 调和 穷竭 函数 , 那 末 M 是 Stein 的 ,但 是 只 要 用 
条 件 10 I) 就 可 以 证 明 Stein 流 形 有 一 强 多 次 调和 穷竭 函数 . 
因此 由 Grauert 定 理 可 知 在 Stein 流 形 的 定义 中 条 件 10 是 多 余 的 . 

定义 中 的 条 件 10 是 C 中 域 的 全 纯 凸 的 定义 的 拓 广 ,条 件 
I), 8 ) 对 C" 中 的 域 是 自然 成 立 的 ,所 以 显然 C" 就 是 一 个 Stein 流 
JE. 在 Stein 流 形 上 研究 多 元 复 分 析 在 某 种 意义 上 自然 比 c" 空间 更 
一 般 些 . 此 外 ,在 Stein 流 形 上 有 很 多 非常 值 的 全 纯 函数 ,这 也 是 在 
Stein 流 形 上 研究 多 元 复 变 函 数论 的 很 自然 的 道路 。 

由 定义 中 的 条 件 Y) 知道 Stein 流 形 一 定 是 非 紧 的 ,因为 对 一 
个 紧 致 复 流 形 ,在 整个 复 流 形 上 有 定义 的 全 纯 函 数 一 定 在 某 点 达 
到 极 大 模 , 但 由 全 纯 函数 的 极 大 模 原理 ,只 有 常 函数 才 可 能 ,而 这 
时 条 件 D) 不 满足 . 
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为 了 后 面 的 应 用 ,在 我 们 介绍 凝聚 解析 层 的 概念 和 一 些 重要 
定理 , 这 些 定 理 的 证 明 可 以 在 H. Cartan,Sémainaires E. N. S. 

` 1951/52 中 找到 , 也 可 在 H. Grauert,&R. Remmert[1984],R. C. 
Gunning & H. Rossi[ 1985 ], L. Hórmander[1966 ] 等 书 中 找到 . 

关于 层 的 基本 概念 我 们 在 本 书 最 后 第 六 章 介 绍 , 为 了 避免 一 
般 层 的 抽象 语言 ,在 此 我 们 只 考虑 全 纯 向 量 从 中 全 纯 截面 芽 层 的 
FE. 

定义 4. 11. 2 (全 纯 截 面 芽 层 ) 命 M HAWE, EJM E89 
一 全 纯 向 量 从 . 我 们 记 w 六 为 映射 , 它 将 每 一 开 集 U 竺 M WU E de 
UVU 上 的 全 纯 截 面 空间 w 访 (0). RAER OU, E): =x9* QU). uO 称 为 
E 89$ EE AERE E. 对 乘积 从 M X Cv Hl] aus. =< se" 
Feud" (U); 一 wbwxc QU). 

定义 4.11.3 (解析 子 层 ) 映射 7 将 每 一 开 集 U 忆 M 映 为 
83(U,E) 的 一 子 集 F(V) ROS 9" 的 解析 子 层 , 如 果 满 足下 列 条 件 : 

CIO 对 每 一 开 集 U S M,F(V) 是 一 9(0) 一 模 , 即 如 f,g € 
FU) 及 a,BE oU), IRR af + fg € FU), EI IU HU EWE 
纯 函 数 构成 的 空间 . 

(1) 如 果 7SEDV SMW 为 开 集 ,又 fE QU) SIR fly € FG). 

(H) WRU S M 为 开 集 ,fE 3(UVi,8) B f EFU) IREF 
€ F(UV.). 

定义 4.11.4 (凝聚 解析 层 ). wg 的 解析 子 层 F 称 为 凝聚 的 ， 
如 果 对 每 一 点 2€ M, 存 在 的 一 个 邻 域 UV 和 有 限 个 用 ,*… f € 
FQ) 使 得 下 列 条 件 满足 :如 果 sE UP 是 5 的 一 个 邻 域 , 又 了 E 
FP(V,), 那 末 存 在 $6 的 一 个 邻 域 Ws & V. N U. fll ny € Wo) 
EW ER. fS pifi t e 十 pfs 

定理 4.11.1 (Oka 定理 )” 命 M 为 复 流 形 ,4 为 一 + X s% 
阵 , 它 的 元 素 是 M 上 的 全 纯 函 数 . id .% 为 w 六 的 解析 子 层 , 它 的 
定义 为 
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2, (U): = {f € FU): ÆU m Af = 0) ,U S M ER H. BR 9€, 
是 凝聚 的 . 

定理 4.11.2 fh M 为 一 Stein UE E H M 上 的 全 纯 向 量 丛 ， 
又 命 了 为 w 的 凝聚 解析 子 层 . 

CI )(Cartan 定理 A) ”如 果 f EF(V), 其 中 USESM 是 开 的 , 那 
开 对 每 一 点 z € UV, 可 以 找到 有 限 个 所 ,… ,fs € FM) 以 及 = 的 某 
— BE V C U 中 的 全 纯 函 数 加 ,… ,使 得 在 VV 上 有 f= 办 所 十 … 
+ bvfv. 

(I )(Cartan 定理 B) 对 每 一 个 开 复 盖 {UV 3, e 和 使 得 在 Ui U, 
N U, R fy + fa = fa IERM i jk E J HR- RARR fiy E 
FU: (10) ,4,j € J fete — PRI £ f, EFU), j € ,使 得 在 
U U P f, = f.— BER ij € J. 

定理 4.11.3 í M 为 一 复 流 形 ,已 为 WM 上 的 全 纯 向 量 从 ,又 
F 为 vg 的 一 凝聚 解析 子 层 . 那 末 对 每 一 开 集 UV S M FQ) 为 
Fréchet 空间 9(U ,E) 的 一 闭 子 空间 具有 在 紧 致 子 集 上 一 致 收敛 的 
拓扑 . 

凝聚 解析 层 的 例子 

Bli AN 为 复 流 形 M 的 闭 复 子 流 形 . 则 
(4. 11. 1)Pw(C) :一 (fE3C0D):f() 一 0 对 zeEunNSMN 开 
的 ,定义 wy 的 一 解析 子 层 F. 是 凝聚 的 . 

证 明 只 要 适当 选择 局 部 全 纯 坐 标 并 利用 全 纯 函 数 的 局 部 震级 
数 展开 . 

@2 命 M 为 一 复 流 形 , 又 了 = (fi fs) € PM). WRU 
c M REB lig FCU 为 所 有 函数 9E 900) 的 空间 ,使 得 下 列 条 
件 满 足 :对 每 一 点 zED0, 有 一 z 的 邻 域 了 三 已 和 全 纯 函 数 wE 900 
使 得 在 下 中 有 9 — nf, 十 …gxfs* 由 定义 显然 订 知 这 样 定义 的 六 
的 解析 子 层 F, 是 凝聚 的 . F, 称 为 由 了 生成 的 层 . 

#l3 M 为 一 复 流 形 , 忆 为 一 在 好 是 的 全 纯 向 量 丛 , 又 命 f: 
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M — E35 — AH IRL H E ESE R. BR e EAT ALTER f 8T DUI RO az 
为 — Sk Ea 8k IH Et , JE rh BB 4- SF] 8) Re H — R33 2 PEE BH 
联系 .因此 象 例 2 一 样 截面 了 生成 w? BI BEBE ACT Fs 

推论 4.11.1 命中 为 一 Stein 流 形 ,又 命 N 为 必 的 一 闭 复 子 
HE. 那 末 对 NN 上 的 每 一 全 纯 函 数 ,存在 一 M 上 的 全 纯 函 数 使 得 
在 N 上 有 F=f . 

， 证 明 “显然 了 允许 局 部 全 纯 开拓 , 即 我 们 可 以 找到 的 一 开 
ARU) 和 函数 万 E 9(U,) 使 得 在 N 站 U, EF FEF — P, € 
FAQ, QUO CB LO 并 且 由 定理 4.11. 2C RIIT H, € P.G) 
使 得 在 以 n U; EF,— F,= H, 一 H;. ÆU, 上 置 f: = F, — H,, 我 
们 就 得 到 要 求 的 开拓 FF. 口 : 


$4.12. 全 纯 截面 5(z,6) ARAR p(z,6) 


4.12.1 ”两 个 引 理 

引 理 4.12.1 命 必 为 一 Stein 流 形 ,8,E' 为 M 上 的 全 纯 向 量 
从 ,又 命 ACE — "为 向 量 从 的 一 内 射 (内 射 性 表示 对 每 一 2 € M, 
ETE 在 z 上 的 纤维 之 间 的 诱导 线性 映射 的 核 是 平凡 的 ) 全 纯 同 
态 . 那 末 存在 向 量 从 的 一 全 纯 同 态 ACIE — E RR AA = 
iid, = 恒 同 映射 ). 

我 们 先 证 明 下 面 的 局 部 结果 : 

引 理 4.12.2 A LOG MOON AMEN x M 矩 阵 的 空间 (一 行 
指标 ) ,又 命 GL(N,C) HEAS N XN 矩阵 的 群 .如 果 U 是 o€ C 
的 一 邻 域 ,又 AU — LCN, M,C) 是 一 全 纯 映 射 使 得 秩 4(0) = 
那 末 存 在 0 的 一 个 邻 域 Y 生 VU 和 全 纯 映 射 . 

AP; V > L(M,N,C),T:V 一 GL(N,C) 使 得 对 所 有 的 z€ V 

(I)4C? (4C) = idu (idu: = M Brit ALB BF). 

(I )T(z)A(z) = AC. 

证 明 ”由 于 秩 4(0) = M, FEH M X N SERE Bo 使 得 
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ByACO) = idu. 选择 一 0 的 邻 域 V 这样 小 ,使 得 对 所 有 z € V SE EE 
Bo4(z) 是 可 逆 的 . 置 AC? (2); = (B64(z))-1Bo 及 TCz): = idy + 
CACO) 一 AG))ACP CO. WROD MA) 满足 ,并 且 收 缩 V 后， 
TG) 对 所 有 的 z EV 是 可 逆 的 . C] 

引 理 4. 12. 1 的 证 明 . 由 引 理 4. 12. 2( 1 ) 我 们 得 到 M 的 
一 开 复 盖 {U,} 和 全 纯 同 态 4 -2 LE" |v, > Elo, EEU EFA = 0. 
由 引 理 4. 12. 2( 1) 可 知 存在 一 M 上 的 全 纯 向 量 从 使 得 了 是 这 个 
从 的 全 纯 截面 芽 层 ( 定 义 4.11. 2). BRAT — A € FRUN 
0)). 因此 由 定理 4.11.2( 1 ) ,我 们 可 以 找到 H, € FU) 使 得 在 以 
NU EAS? — AD = H, — Hj. AC? , = 45-? 十 HH; 就 完成 了 
证 明 . 


4.12.2 ” 复 切 从 和 余 切 从 及 其 范 数 

设 MM 为 一 复 7 维 的 复 流 形 . M 的 复 切 从 记 为 T(M), 复 余 切 从 
记 为 7'(M).T(M) 和 7T*(M) 关 于 投影 M X M — M, GS 一 2 的 
拉 回 (pull 一 back) 分 别 记 为 PCM X M) FLT* (M X M).7T(M) 和 
7T* (M) ER z € M 的 纤维 分 别 记 为 TAM) LT? (M). 

TOM) fü T* (M) 的 全 纯 截 面 分 别 记 为 8(z,6) 和 S° (z,6), 即 
有 

S(G,0)M XN — TOM X M) 和 

S'G,QiM X N — T* (M X M). 

选择 M 的 一 组 局 部 有 限 开 复 盖 {0;) ,使 得 对 每 一 j, fi 8 
纯 坐标 gj:U; 一 0" 以 及 一 全 纯 平 凡 化 加 :TCM) Lo, >U, X C". RK- 
(zi) 为 一 从 属于 {UV,} 的 c> 单位 分 解 . 那 末 每 一 7(M) 值 形式 
S(z,6) 在 集合 DC M 上 可 以 和 一 向 量 组 {S”} 等 同 ,其 中 向 量 组 
(8?) 由 在 gU N D & € 上 的 S2 全 纯 函 数 的 向 量 8” 一 
` (80,,--- 87) 所 构成 的 . 定义 S(z,6) 的 范 数 为 
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4.12.1) IHl: = >x ODI I 对 ze D， 
其 中 is? Gu Cool 是 系数 为 SP) (o, GO) 的 向 量 的 欧 氏 长 度 . 


4.12.3 基本 定理 

定理 4. 12. 1 基本 定理 

设 M 为 一 Stein 流 形 ,T(M) 为 M 的 复 切 从 .又 设 M 为 一 更 大 
的 Stein 流 形 的 相对 紧 开 子 集 . 那 末 存 在 一 全 纯 映射 S.M X M 一 
T(M) 和 在 M X M 上 的 全 纯 函 数 p 使 得 下 列 条 件 满足 : 

CI) 对 所 有 的 z,6 € M,S(z,¿) € 7T.(M)( 即 S(z,¿) 是 切 丛 
T(M) 关于 映射 M X M — M,(z,5) 一 z 的 拉 回 的 截面 ), 

(I) 对 每 一 个 固定 的 zE M,S(z,z) 一 0, 并 且 在 5 一 := 的 某 一 
邻 域 上 映射 S(z,6) :M 一 7.(M) 是 双全 纯 的 . . 

(WE) 对 所 有 z € M,mp(z,z) = 1. 

(CN ) 如 果 有 多 ,是 由 $ 生 成 的 wxwgz 的 解析 子 层 ( 例 3), 那 末 mE 
FM X M)N[(z,z):z € MD. 

CV FEER zm 0 XE T (M) 中 的 每 一 范 数目 * ,函数 
g"||s|| 2 EM X M)N{(z,z):zE€ M) JE C B. (只 要 选择 4 之 9). 

证 明 “引进 一 全 纯 映 射 f. M — C*( 对 某 一 大 的 但 有 限 的 NN) 
使 得 ,对 所 有 的 z € M,f If] Jacobi 矩阵 (关于 局 部 坐标 的 ) 有 极 大 
秩 * 由 于 必 是 一 更 大 的 Stein 流 形 的 相对 紧 开 子 集 ,由 Stein 流 形 的 
定义 这 样 的 映射 是 存在 的 . i F 3918 T (M) 映 入 乘积 丛 M x c" CE 
是 局 部 由 了 的 Jacobi 和 矩阵 定义 的 ) 的 全 纯 同 态 . 那 末了 是 内 射 , 并 且 
从 引 理 4.12.1 可 得 到 一 向 量 丛 的 全 纯 同 态 FOCU M X C — 
T(M), (EIE M E FOPF = id, XÍ z,¿ € 用 ,定义 5(z,6): = 
FC? (z,fC5) 一 了 (z)). 那 末 显 然 条 件 ( LO 满足 ,并 且 由 Taylor 公式 
可 知 条 件 ( 1 ) 也 满足 . 
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现在 构造 函数 p. Æ A: = {(z,z):z € M) 和 
Y; = (G,6) € M X M:S(z,6) = 0)NA. 

那 末 由 条 件 (1),Y 是 MX M 的 一 闭 子 集 , 且 开 集 Ua: M X 
M)NY,Uy: = (M X MONA 构成 M X M 的 开 复 盖 .由 于 多; 是 凝 
聚 的 并 且 值 是 1 的 常 值 函数 属于 2 (Ua N Ur), GE BE 4.11. 
© 2(I1 )(Cartan 定理 4) 我 们 得 到 函数 py € FU) HI pa € 
Z, (UA) 使 得 在 WA n Uy 中 有 1—9 一 Pa- fE Uy "T o: = Py 及 
在 UA 中 置 pm: = 1 十 ya, 我 们 就 得 到 函数 p € IM X M) 满足 条 
件 ( 卫 ) 和 (CN )， 

最 后 剩 下 证 明 条 件 (V ). 考虑 某 些 点 zE (M X M)\ 信 并 选择 
z 的 一 个 领域 US (M x MNA 小 到 使 TC(M) 在 UU 上 是 平凡 全 纯 
的 . 那 末 映 射 S 可 以 用 UV 上 全 纯 函 数 的 向 量 (G31，,…，,s,) Ca = dimcM) 
表示 . 在 收缩 UV 后 ,我 们 可 假设 对 某 些 p; € 900 # p= einn 
+ wss( 这 可 从 多 s 的 定义 得 知 ). 在 收缩 U 后 ,表示 对 所 有 (2,6) € 
U 存在 一 常数 C < oo 使 得 1o, | S cll GO] 因此 在 UV 中 
plsi 是 一 C2 类 函数 . 口 

注意 ”定理 4. 12. 1 中 假设 ,“M 为 一 更 大 的 Stein 流 形 的 相对 
紧 开 子 集 ” 可 以 不 要 ,定理 照样 成 立 . 因为 证 明定 理 的 关键 是 在 于 
“引进 一 全 纯 映射 fM 一 C*( 对 某 一 大 的 但 有 限 的 ND ,使 得 对 所 
有 的 zE M,f 的 Jacobi 窍 阵 ( 关 于 局 部 坐标 的 ) 有 极 大 秩 ”, 在 取消 
上 述 假设 后 ,这 种 全 纯 映 射 仍然 可 以 证 明 它 存在 ,而 且 可 以 选择 了 
为 将 双全 纯 映 上 到 C* 的 某 一 闵 复 子 流 形 的 映射 (例如 参阅 R. C. 
Gunning & H. Rossi( 1965] 或 L. Hormander[ 1966). 但 是 我 们 不 需 
要 这 样 一 般 化 的 定理 ,因为 以 后 我 们 只 将 定理 中 的 8(z,6) 和 函数 
9(z,6) FEED x 5 的 某 一 领域 中 ,其 中 人 是 Stein 流 形 的 一 相对 紧 
FFR. 
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$ 4.13 Bochner — Martinelli 公式 和 Leray 公式 


4. 13. 1 ”记号 和 预备 知识 
| fh = Qon) Ha = Gu, u) 为 CW 一流 形 M 上 的 复 
CO 一 函数 集合 . 定义 
<v, >= uuu, 十 … + Vatas 
olu) = du, 人 … N din, 


4.13.1) aw) = 21(— Do A do, 
j=1 "xj pd 
(n — Dr o (p) A ou) 
(22zi)" Lva ` 


如 果 “ 上 表示 M 上 的 变量 而 函数 w fil u, 还 依赖 于 其 它 变量 , 则 
记 为 oc,ws 和 2.. 如 果 v, 和 中 的 独立 变量 不 止 一 个 , 则 这 些 独立 
变量 都 要 标 出 . 以 上 形式 在 前 面 讲 C^ 空间 中 的 积分 表示 曾经 多 次 
用 过 ,为 了 以 后 介绍 Stein 流 形 上 积分 表示 时 便于 应 用 ,下 面 我 们 
列 出 这 些 形式 的 简单 性 质 : 

1. 形式 8Cv,u) 是 闭 的 , 即 
(4. 13. 2) d9(6(6),u(6)) = 0,34 < (é) ,ud) >= 0. 

证 明 由 于 dolu) = 0. 我 们 有 


Q(v,u) = 


q2 A olu) 
«vut 
do (o) A oG) _ d < vu Z^ Nowe) A oG) 
vul Lvu >” i 


但 是 dw (e) = no) H 
d« v,u2* A «e w) A olu) 
二 Rp UO» gu + ud) A o! C) A olu) 


j=1 


= n< vule) A ou). O 
2. 如 果 D 是 M rp Em RC o Je cl M p Ed] bk— 
连续 可 微 函 数 了 有 
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(4.13.3) d(fQ(v,u)) = 3f A Qv,u). 

证 明 ”由 考察 次 数 可 知 af A oG) = 0, 因 此 af A wu) = 
0. 再 由 (4. 13. 2) 就 得 到 (4. 13. 3). 

3. 如 果 D 是 M 中 的 开 集 , 则 对 D 上 的 每 一 复 C% 一 函数 ,都 
有 关系 式 


(4. 13. 4) a (jo) = yo (n) 
和 
(4.13. 5) Q(jv,u) = Q(v,u). 


关系 式 (4. 13. 5) 说 明 QQ 0 关于 "是 齐 次 的 (参阅 引 理 4. 10. 4). 
这 个 性 质 可 由 直接 计算 证 明 , 或 从 下 面 的 公式 (4. 13. 8) 得 
到 . 
下 面 的 引 理 表明 形式 w o) 人 oG) 和 8(v,u) 具有 不 变性 . 
引 理 4.13.1 设 M 是 复 流 形 ,对 点 zE M,u 是 取 值 于 切 空间 
T.M) 的 映射 » 是 取 值 于 余 切 空间 T: (M) 的 映射 .了 是 M 中 的 开 
集 ,T = (ry) 是 一 不 依赖 于 5E D ËJ n X n Jy ÉE f£ detr > 0, dit 
T, = (rj), SER 
(A.13.6) ow (7v) A ou) = o! (o) A olu) 
并 且 
(4. 13. 7) QUT ,v,Dw) = Q(»,u). š 
证 明 ”我 们 知道 , 当 一 x X z 方 阵 的 元 素 在 一 非 交换 C 一 代 
数 中 时 ,其 行列 式 可 如 下 定义 : 
det4 = Dosen Co arya, 


其 中 求 和 是 展 布 在 {1,…,n}) 的 所 有 置换 ro 上 ,又 sgn(o) RR o 
的 符号 差 . 行 运算 行列 式 之 间 的 通常 关系 在 非 交 换 的 情形 仍然 成 
立 .因此 象 通常 一 样 可 以 证 明 det(T4) = detr + det4( 虽 然 , 一 般 来 
3i det AD) Z detA + detr. 由 于 形式 o! (o) 可 写成 
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(y, do, - des 
(4.138) aw) = egre : 
QU. do, c duy 


k. ——— 


由 此 得 w (Tto) = (det) ^o! (v). 由 此 和 显然 的 关系 式 ou) 
= detTo(u) 即 得 (4. 13. 7). 

以 下 我 们 假定 {(V;,9))} 是 M 的 一 固定 全 纯 函 数 卡 集 使 得 对 
所 有 的 jU; CC M. 如 果 D GSM 是 一 开 集 ,; 则 记 TCM) MTM) - 
在 VU 上 的 限制 为 T(D) fll T ` (D). RK, A ge) = Jouer (2) z € U, 
N UR Jpop! G) 是 pop7' TE z BJ Jacobi XB PE , 9 AE U, N U, f 
U, EE 9ugagu = 1， 所 以 按 § 3. 4 所 说 {gs) 是 切 从 TCM) 的 连接 函 
数 ,{ (gs)-!} 是 余 切 从 7T*(M) 的 连接 函数 ,其 中 gx! 是 gy 的 转 置 . 
现在 固定 全 纯 平 凡 化 多 :7T(0) — U, X C FL PITT QU) — U, X C 
使 得 


(G,(95€2)4) = voy; (z,6) 

和 

Gz,((g,) 1(2))2) = p olp 07 GO 对 z € U Y U, #l ¿ € c" 
如 果 z € U, fla € T.M) (a € T: (MD. BRERA Wa) = G, 
a,) (jf (a) = (z,a;)) BJ fi a; € CES a ET QU; 9) 的 表示 . 如 
Rz EU fN Ua € T.(M),b € T; (M) H asa;, bob; ARI a,b 3 
TQ. 9) TO; 9) 的 表示 , 那 末 有 
(4.13.9) a, = g, (z)a, fll b; = (gt) "1(2)b;. 
因此 ,下 述 定义 是 正确 的 - ; 

定义 4.13.1 如 果 zE M,a € TM) fl b € T: (M), 则 可 任 
意 选 择 一 ;使 z € V, 并 定义 
(4.13.10) <b, >: =< b;,a, >, 

HH b; A a, ë b #l a AFU p) 的 表示 . 

现在 命 DS M 为 一 开 集 ,X IEH CO 一 流 形 ,并 命 a:D X 
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N —T(M)#lb;:D X N — T* (M) OS CO 一 上 映射 ,使 得 对 所 有 的 (z， 
y) € DX Ng aGz,u) € T.M) fllb(z,y) € T: (M). Ra: (CDU) 
X N >C b: (DNU) X N — C' 9 a fl b X T(,.9) 的 表示 . 
则 由 (4. 13. 9) , (4. 13. 8) 和 引 理 4. 13. 1 的 证 明 可 知 
(4.13.11) & (b (z,z)) A ey CaCz,y)) 
= o (G,)) A o,(a;,(z,y)) 
X ze pnuU ñ U, fly € N. 

因此 有 下 述 定义 

定义 4.13.2 ”如 果 DSM 是 一 开 集 , A-R 一 流 形 ,a: 
D X N— T(M) fl b;DX N — T* (M) 为 CW 一 映射 ,使 得 对 所 有 
的 (z,y) € D X Nf alz,y) € TA(M) 和 4(z,y) € T: (M). fh aj (D 
f) U) X N— C' Jg ai b (U; 9) 的 表示 . 则 可 任意 选择 一 /使 
z€ Df U, 3 E X E D X N 上 的 连续 微分 形式 or (6G 0) A 
oy (a(2,40) 为 
(4.13. 12) o ,(bCz,y) A o,CaCz,y)): = 

a) (40) A o,(a G4) XE z € DY U fly € N. 

最 后 我 们 引进 下 述 有 关 SG. O 的 定义 . 

定义 4.13.3 引进 一 保持 纤维 的 C^ 一 映射 
(4.13.13)  c:T(M)— T* (M) 
它 相应 于 C" 中 的 映射 
(4. 13. 14) z— z, 
使 得 满足 下 列 条 件 : 对 所 有 a € T(M), < ca,a >Z 0 HERG 
(4.13.15) ` Jale: = ((a,a))*,a € T(M), 
ETM) 的 每 一 纤维 上 定义 一 范 数 . 这 样 的 映射 "可 以 按 下 述 方式 
定义 :如 果 zE Ua € T.(M) Ha &éa ET Up) 的 表示 , 则 记 oja 
为 7: CM) PHR, EXT U p) 的 表示 为 o 选择 一 从 属于 
(U) 的 C0” 一 单位 分 解 力 并 定义 
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(4.13.16) ca, = SU, G)maXba € T.(M) fli z € M. 
并 记 
(4. 13. 17) E,é): = os (z,é) 
(这 样 5(z,5) 就 可 以 代替 C7 中 的 映射 — 2. 

由 于 我 们 只 对 上 的 函数 的 积分 公式 有 兴趣 ,所 以 不 失 一 般 
性 ,不 妨 假设 M 是 一 更 大 的 Stein 流 形 的 相对 紧 开 子 集 . 这 样 我 们 
就 可 应 用 定理 4. 12. 1 构造 Stein 流 形 上 的 积分 公式 了 . 


4.13.2 Leray 截面 ,对 函数 的 积分 Bo 和 Lo 和 对 1 一 形式 的 
积分 B, 和 R, f 

H EJE 4.12. 10) ,9*/ Isl EP z6 € MA zA ¿ JE— Ct 
-— 函数 . 所 以 对 每 一 整数 y zc BER z € MEAE 
(参考 (4. 13. 12)) 

P (z,é) Clé) A wels(z,6)) 
ls, |z 

Xtc€ MN EE CO BS AEE ¿ = zd 2n — 1 Bt RS LEVA OS 
fj EU y Z nk AD Eñ 8R—# L 1 一 形式 ,我 们 可 以 定义 
(4.13.18) (B,(g',s,s)f)(2);: = 


(a — DI Y 9'G&)o 4G,6,0) A aS, 0) 
mon [40 SG, [> 


BR EER S cm D 上 的 有 界 可 测 函数 了, 我们 


€D, 


定义 


(4. 13. 19) (B,(g',s,s)f)(2):; 


_ G — 1): p26) es(z,6)) A wels(2,6)) 
T (2a fent [FTCRSTES REB 


定义 4.13.4 关于 (D,S,g) 的 Leray 截面 定义 为 一 数 对 
(S',K'), rh K 艺 0 是 一 整数 ,而 S"(z,5) 是 对 3D 的 其 一 邻 域 
中 的 5 和 = ED 定义 的 取 值 于 7*(M) f] C 一 映射 ,使 得 满足 下 
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列 条 件 : 

(1)” 对 所 有 >z>ED 和 3aD 的 某 一 邻 域 中 的 5,s"(z,5)E 
T; (M). 

A)’ 对 z€E D 和 56E€3D 有 (S*(z,6),s(z,6)) 关 0 和 gp(z， 
¿) = 0, 又 函数 

p` GG) 
(8° (2,0) ,s(2,00) 

TE D x aD H C D x MARBRE CC 的 . (这 表示 :对 每 一 K 
CCD, 存 在 3D 的 一 邻 域 Vx 使 得 这 个 函数 对 所 有 (Cz,6) € K X Vx 
是 Ce 的 ). ç 

4j. (s,k) 是 关于 (D,S,p) 的 一 个 Leray 截面 . 

如 果 (s* ,k* ) 是 关于 (D,5,g) 的 一 个 Leray 截面 , 那 末 ,对 每 一 
整数 » 宕 nx" 和 每 一 固定 的 z € D, 微 分 形式 (参考 (4. 13. 12)) 


p(z, é) ,Cs* (2,600) A wls(z,6)) 
< s" (z,6) | 8(z 6) > 


对 2D 的 某 一 邻 域 中 的 “是 连续 的 . 所 以 ,对 ap 上 的 有 界 可 测 函数 
了 我 们 可 定义 
(4.13.20) — Le(g s 00: — C xd 


(2m) 
p (z,é) CS" (2,6)) A ox(s(z,¿)) 
fe «st G,¿),s(z,ë) >" e 


如 果 (s* ue) EFOD, Sp) 的 一 个 Leray 截面 , 那 末 命 
(4. 13. 21) t5, 5,20: = 


S* (z,6) MEKICT3] 
G*GD.sGcO) ^ TC] 


由 定理 4. 12. 1 中 的 条 件 (Y) 和 Leray 截面 定义 中 的 条 件 ( 工 )”, 则 
对 每 一 固定 的 z € D, 映 射 

gne GG S ZGA) 
Xp Os As 2D B X 45 89 ¿ B c 的. 所 以 由 (4. 13. 4) 对 
. ERr max Qi, nk" ) 和 每 一 个 固定 的 = € D, 微 分 形式 (参考 
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1—2) 


(4.13.12)) 
9G.) o eto zo. 5.20) A olS(z,6)) 
对 0 和 1) 委 1 和 3D 的 某 一 邻 域 中 的 5 是 连续 的 . 
如 果 (s" ,x" ) 是 关于 (D,s,g) 的 一 Leray 截面 , 那 末 ,对 每 一 整 
AC» > (max(nk,nk" ) 和 在 D 上 的 每 一 有 界 的 1 一 形式 了 ,我 们 定 
X ° 
(4.13.22) — (Ro(g",s",s,s)f)G2); = 


(n — 2 
(2mi)' Ja. oeaxto.i 


4)),zED， 
其 中 t = tieza 


FO A Gs) lt (2,6,4)) A wels(z, 


4.13.3 历史 回顾 

现在 我 们 再 说 明 一 下 构造 Stein 流 形 上 的 积分 公式 的 思想 和 
一 些 历史 情况 . 命 MM 为 一 复 * 维 的 Stein 流 形 ,DCC M 是 一 具有 光 
滑 边界 的 开 集 . 例如 考察 全 纯 函 数 的 Bochner 一 Martinelli 公式 (4. 
1. 1). 那 末 问题 是 用 什么 去 代替 映射 5 一 2? 首 先 考虑 这 种 情形 , 存 
在 一 将 M x M 映 入 到 C" 的 映射 a(z,6) 使 得 满足 下 列 两 条 件 : 

(1) WMR b A zul, G) Z 0; 

(2) 对 每 一 固定 点 zE 以 ,映射 x(z,*) 在 z 的 某 - -FRENE 
纯 的 ,其 中 x(z,z) = 0. 

那 末 可 以 用 来 代替 6 — z, 并 且 , 象 (4.1.1) 的 情形 一 样 , 人 
们 可 以 去 证 明 ,对 五 某 一 邻 域 中 的 全 纯 函 数 了 有 


_ 0— DI 
(4. 13. 23) IO = "ay [io 


9 (u(z,¿)) A o,(u(z,¿)) 
lu^ MEUS 


然而 ,这 样 的 映射 4 不 一 定 存在 . 而 且 , 如 果 M 不 是 平行 的 , 那 末 甚 
至 仅仅 要 求 满足 (2) 的 映射 x 也 不 一 定 存在 (这 可 从 
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Schneider[ 1970 ] 的 结果 知道 ). 

为 了 避免 这 个 困难 . 1974 年 A. Dynin 提出 利用 取 值 于 以 的 切 
H TOM) 的 全 纯 映 射 5(z,6) (参阅 4. 12. 2 BO. 使 得 对 所 有 的 (z,6) 
€ M X M,S(z,6) € T-M) 并 且 满 足下 列 的 条 件 :(1) ”对 z 头 6， 
s(2,0) E 0; (2) 对 每 一 个 固定 的 zE M,s(z,*) 在 z 的 某 一 邻 域 是 
双全 纯 的 ,其 中 s(z,z) = 0. 容易 找到 一 保持 纤维 的 C7 映射 ,将 复 
切 从 映 上 到 M WARIA TM), E lall: < oaa >T, € 
T(M) ETOM) 的 纤维 中 定义 一 范 数 ,其 中 < ba > 是 余 向 量 5b € 
T: (M) 在 a€ T.C M) 的 值 ( 参 阅 4.12.2 和 4.13.1 段 ). 再 者 可 以 证 
明 形 式 welos(z,6)) A ox(s(z,¿)) 具有 不 变性 (参阅 4. 13.1 
段 )( 但 是 形式 ws(os(z,5)) 和 o GGS 00 对 局 部 坐标 的 选择 不 能 
独立 地 定义 ). 至 此 人 们 可 以 去 证 明 , 对 DD 的 某 一 邻 域 上 的 每 一 全 
纯 函数 了 有 


E m (a — 0D! 
(4.1.20. — f - EMI 


e! cCos(2,6)) A ols(z,6)) z€ D 


< es(2,02),6 (5,60) >" 

可 惜 的 是 ,Dynin 的 这 个 漂亮 方法 一 般 无 法 作出 ,因为 这 样 的 
映射 s(z,6) 仍然 不 一 定 存在 (仍然 可 以 从 Schneider[1970] 的 结 
知道 . 注意 存在 这 样 的 映射 8(z,6) 的 障碍 纯粹 是 拓扑 的 ,详细 情 
况 参阅 G. M. Henkin & J. Leiterer[1981] 和 J. Leiterer[ 1977 ]. 本 书 

”介绍 的 构造 Stein 流 形 上 的 积分 公式 的 方法 是 G. M. Henkin 和 了 
Lerterer 发 现 的 (G. M. Henkin & JLeiterer[1981J[ 19831). 他 们 的 方 
法 是 综合 Dynin 的 思想 和 EE. Bishop(E. Bishop[1961] 定 理 7) 的 思想 
得 到 的 . 他 们 构造 一 映射 S(z,6) 满足 条 件 (2) (而 条 件 (1) 可 以 不 
满足 ) ,并 且 由 凝聚 解析 层 理 论 的 Cartan 定理 B, 找 到 M x M 上 的 
一 全 纯 函 数 9(z,6) 和 一 整数 X Z 0, 使 得 对 所 有 的 > € M,p(z,z) 
= 1, 并且 对 所 有 的 2 关 6,9*(z,6)/ 二 0s(z,6),s(z,6) > 是 光滑 的 
(参阅 定理 4. 12. 1). 然后 . 对 每 一 整 之 2nk, 人 们 可 以 证 明 ,对 也 
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的 某 一 邻 域 上 的 全 纯 函 数 了 有 


(4. 13. 25) 
_ (— Dt! 
fG) = "au 
g'(z,é) A o.(gs(z,¿)) A^ o,(s(z,¿)) 
J. Ko (os D SG OY *e€D 


(参阅 定理 4.13.1 后 面 的 推论 4. 13. D. 在 此 函数 (2,6) 的 作用 
是 去 掉 核 


wl(0s(z,6)) A wels(z,6)) 
< os(z,6),s(2,6) > 


的 奇 点 . 注意 如 果 这 样 的 奇 点 不 存在 , 那 末 由 于 o0 D 关于 5 是 全 
纯 的 并 且 w(z,z) = 1, 由 (4.13.24) 和 (4. 13.25) 可 知 这 个 因子 并 
不 改变 积分 的 数值 


4. 13. 4 ”Bochner 一 Martinelli ”公式 


引 理 4. 13. 2 (EXC v > 2tn, 那 末 
(4,13. 26) f g'G.ouiGG ) A wls(z,6)) 
Vn cea lsCz,s) | 


2ni 
7 (—D! ie 


证 明 ”固定 点 zE DRU 90) 为 人 的 坐标 卡 集 ,选择 
使 ze Us, 设 w(5) 和 w(6) 分 别 为 5(z,6) 和 s(z,6) 关 于 (U5 ,9i) 的 
表示 , 那 末 

we(s(2,6)) A oe(s(z,6)) = ot ,(6(2)) A veluld)) 现在 问题 


变 为 要 证 明 
x soos iG) A ox) (i 
Tue |. e.o Du) G—DI' 
对 9D 的 某 一 邻 域 中 的 6 和 0 三 4 二 1, 定义 
< (O x (O > DH 
[uc |? 


25,4) = gh G,O[QO — 2) + oeG)] 


fü 
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w £2) 5,2) A o! LG) 
LNA (E) >" 


BUT EUR a> 0, lu | Z als D | B $f n(6,4) 在 3D 的 某 
一 邻 域 是 CO B dE P GA) ul) = GO < e(6) ,uG) >= 
9 GO eG. |? BUR » zz 2k, n] Al LGA) 对 3D 的 某 一 邻 域 中 
的 6 和 0 三 4 过 1 是 连续 的 ,由 于 9p(z,6) 是 全 纯 的 ,由 (4,13,2) 可 
知 de,» 2 G,A = 0 Bf J Stokes 公式 给 出 

(4,13,27) MEG = Wu 

注意 到 关系 式 1(6,0) = p GO (< GO QD 2 / | iG | 42 和 
q.1) = e G,OvGO h CA 13,4) 和 (4,13,5) 我 们 得 到 


os Cu(5)) A ox Cu C) 
|u(¿)|” 


QC, i): = p (2,6) 


Q(5,2) lamo = P (2,6) 


和 
PECON ACOD 
ONOR 


Qla) lami = eG 

因此 (4,13. 27) 可 以 写成 
PB " o! e Cu(£)) A ox CuCE) 

(4.15.28 I= MILES ENT GIG 
由 定理 4,12,1 A UE GO ,我 们 可 选择 = 的 一 具有 光滑 边界 OW 的 邻 
域 W CCD 使 得 4 在 z 某 一 邻 域 是 双全 纯 的 ,由 于 Pp 是 全 纯 的 , 因 
此 由 (4,13,2) 可 知 对 所 有 使 uC6) Æ 08,6 € MM,(4,13,28) 右 端 
积分 号 下 的 形式 是 闭 的 ,由 于 ,* > 2nk, 所 以 这 个 形式 在 M\z 是 
co 的 ,我 们 知道 这 个 形式 在 MNz 是 闭 的 . 因此 ,由 Stokes 公式 ,从 
(4.13.28) 可 知 


_ WI e UG) A exuC) 
(4.13.29) I J... we, OIG 


BUT u fE w hA 382 45 PERS , RIIE 


š B o! (ë) A o2) 
m [us menm ' ED? š 


因此 ,由 于 函数 4(w) — ë — oun! CD) 是 全 纯 的 ,并 且 eG 
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u-1(0)) = p(z,z) = 1( 定 理 4,12. D £ #F Gi) ) ,由 C" 中 的 Bochner 
— Martinelli 公式 (4.1. 1) FJA I = (2zi"/@ — 1) 1 + [] 
定理 4.13. 1 (Bochner — Martinelli 公式 ) 命 整数 "之 2:2, HR 
末 对 每 一 在 万 上 连续 函数 了 使 得 3 了 在 万 仍然 连续 的 ,有 
(4,13.30) f — Bof 一 Boð f TE D, 
其 中 Bo = Ba(p',5,5) fl Bo = B,(g's,s) 
证 明 ”固定 zE D, 由 于 vp 是 全 纯 的 , 则 由 (4. 13. 2) 和 (4. 13. 
3) 可 知 ,对 每 一 使 s(z,6) Z 0, ,有 关系 式 


2 g' Ge) (s(z,¿)) A eG.) 
(4.18.31) AEF) beol” J 


EE p (z,é) (s(z,ç)) A wels(z,6)) 
= fe) A T«f 


HF o > nk, IER ero! 4G) A ex G)/ [s] 
对 cE MNR CO 8, (4.13. 31) 对 所 有 的 5E Dz 都 成 立 , 固 定 = 
的 邻 域 中 的 菜 一 局 部 坐标 并 记 E 为 关于 这 些 坐标 中 心 在 半径 为 * 
的 开 球 , 取 充 份 小 的 。 之 0,, 由 (4. 13. 31) 和 Stokes 公式 可 知 

(4. 13. 32) (Bns,9 PC) = (Baf) (2) — (Bæ, f) (z). 
应 用 公式 (4. 13. 26) 得 到 

(Bx f) G) = f(2) + (Ba, F — fG)) G) 

由 于 形式 w (GG) A eG, 9)/|sG, OD [7 ER ç = 213 
奇 点 是 2 一 1 Urt XO e> 0 BF (Ba f) CO 一 f(z?), 因 此 当 。 
> 0 时 (4. 13. 32) — (4. 13. 30). 

当 了 是 在 万 的 某 一 邻 域 中 的 全 纯 函数 时 ,3 了 =- 0, 由 此 立 得 

推论 4. 13.1 “对 在 五 的 某 一 邻 域 中 的 全 纯 函 数 f, 有 

(4. 13. 33) f= Bof ED 

其 中 Bo = Bo(g ,s,s). 

这 就 是 Stein 流 形 上 的 Bochner 一 Martinelli 公式 (参考 定理 4. 
1. 1). 也 不 难 直接 证 明 
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4.13.5 Leray—Stokes 公式 

引 理 4. 13.3 命 (s* iz 0 为 关于 (D,s,g) 的 Lreay 截面 ,又 整 
Sk Z2 max Qi nk" ) 那 末 对 第 一 在 万 的 连续 的 函数 使 得 37 在 万 仍 
然 是 连续 的 ,和 对 每 一 固定 的 zE D, 有 

(4. 13. 342)d, [f (Dg Gs £)o! ealt" (z,&,2) A os(z 5))] 

= a f€) A 9 G.Ow qi G2) A eG) 

其 中 0 委 ) 委 1,5 在 3D 的 某 一 邻 域 中 ,又 三 — t (s,s,s)( 见 
(4. 13. 21)). 

证 明 ”由 于 方 括 中 的 形式 包含 一 (n,0) 次 的 因子 ,我 们 只 要 
YEI (a: + 4229 (6,2) = 0, 

其 中 f 

G,A): = P20) galt" CEA) A ex Gs 0)- 
YE (Q9) 全 纯 坐 标 卡 集 , 选 择 U, E z € U,. fh u: = max lk, 
k'), fh OCEA) 和 UC) FB gr DU CA) 和 sbz,6) 关于 
(U,9,) 的 表示 . 那 末 由 (4. 13.4) 

QCG, aA) = "(2,6) N o (Q(G,2)) A e(QCD). 
由 于 oU EO 次 的 ,我 人 有 LD = e7 GO EC 
D'*n(6,2) AG: + dolEa) A e). 

注意 到 or" 是 全 纯 的 ,于 是 有 

(4.13.35) (Ə, HADGA > ng Ga À G: + 4) 
vlé) A o). 

由 于 oReGO WO = €C4D < t G.G >= 
g G,e), š 

FEO + WDP) = (Q, + d) C = 0, 我 们 得 到 

PETI + du (G, à) = 0. 
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这 表示 

(4.13.36) Å (+ 406,2) = 0, 

因为 (4. 13. 36) 左 端的 形式 是 连续 的 RA (¿ € MM:u(6) 天 
0) 在 M PERR H H C. 13. 35) 和 (4. 13. 36) 即 得 (3; + 4) 9C, 
2) = 0. 口 

定理 4. 13. 2 (Leray-Stokes AR) 命 (s" ,k" ) HRF OD, srp) 
的 Lreay 截面 ,又 整数 " max(2nk,wk' ) 那 末 对 每 一 在 万 的 连续 的 
\ 函 数 使 得 3 了 在 万 仍然 是 连续 的 ,有 

(4.13.37) f = Lof 一 Ra f — Bð f HE D. 其 中 Zoo 一 
La(g@",s" s) Rao = (g",s",s,s),fll Bo = B,(g",s,s). 

证 明 ”由 Bochner — Martinelli 公式 (4. 13. 30) ,只 要 证 明 

Rað f = Laof 一 Bof E D. 这 个 等 式 成 立 ,可 以 由 Stokes 公式 和 
引 理 4. 13. 3 并 到 注意 到 由 (4. 13. 4) 有 


ealt" (z,6,2)) A ex GG.) lamo 
oC" (2,6)) 人 oxGsC 2) 
< s" (wt) A sG,00 27 


A ta (z,¿,2)) A o,(s(z,¿))|,-1 

L es(z,6)) A oi G0) 

sG,017 
得 知 ,其 中 = aso CALO. 13. 2). 

注意 (00st = 时 ,我 们 有 Ro = 0,L, = By, 这 时 Leray 
公式 (4. 13. 37) 就 是 Bochner 一 Martinelli 公式 (4. 13. 30). 

Gi) HRH s (z,6) 关于 z 是 全 纯 的 ,这 时 s" (z,6) 相当 于 C' 
空间 中 强 拟 凸 域 D 上 的 函数 P(5,z) (注意 函数 ,P(6,z) 由 了 的 强 拟 
凸 性 决定 ,参考 引 理 4. 6. 2) ,Leray 一 Stokes 公式 (4. 13. 37) 就 可 得 
到 Stein 流 形 强 拟 凸 域 D 上 3 一 方程 的 连续 可 微 解 (参考 S 4.6). 

(iii)Leray 公式 (4. 13. 37) 可 以 拓 广 到 由 定义 4.9,1 所 定义 的 
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具有 逐 块 光滑 边界 的 域 上 去 ,得 到 所 谓 Leray 一 Norguet 公 式 ( 参 考 
$ 4. 9 和 G. M. Henkin&J. Leiterer[1981][1983])、 

Go) 当 了 是 在 5 的 某 一 邻 域 中 的 全 纯 函 数 时 ,3 了 = 0, 由 此 立 
得 

推论 4.13.2  (Lereay) 命 (s* k") 为 关于 (D,s,o) 的 Leray di 
面 , 又 整数 "之 et. 则 对 万 的 某 一 邻 域 中 的 全 纯 函 数 f, 有 

(4. 13. 38) f=Lwf 在 D0， 
其 中 Lo = L(g st ,s). 

这 就 是 Stein 流 形 上 的 Canchy — Fantappie 公式 (参考 定理 4. 2. 
D ,也 不 难 直 接 证 明 . 


§4.14 Cauchy 一 Fantappié 公式 
和 Andreotti 一 Norguet 公式 


象 在 0" 中 一 样 ,Stein 流 形 上 的 Cauchy 一 Fantappie 公 式 (4. 13. 
38) 也 有 如 下 的 拓 广 形式 (L. A. Aizenberg&.A. P. Yuzhakov[ 1983]; 
钟 同 德 [1987. a. 

定理 4. 14. 1 (Leray 和 Koppelman) 设 D 是 Stein 流 形 M 上 
的 一 相对 紧 区 域 , 具有 逐 块 C% 类 的 光滑 边界 , 又 光滑 截面 
8*9 (2,0) € CID), SP (2,6) € C? (2D), j = 3, — 1, 满足 
条 件 
(4.14.1) < s*)(z,¿),s(z,ç) >Æ 0,£ € əp,z € D, 

j0,01,7,1—1 
那 末 任 一 函数 f(z) € ACD) 都 满足 拓 广 的 Cauchy — Fantappië 
公式 : 
4442 F620) 一 | ros cos menm snm) 
其 中 
(4. 14. 3) QP (2,6) ,s* (? ,s* C) ee. gt 7D 8) 
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(— 1) 6-572 P < s (9 qa > w s") ds > 
(2=mi)" (2,6) kaya A4 «gt gm 

< s'e- ds > 

A ... A 4 Zen. S 


X oj M X M 上 的 全 纯 函 数 ,对 所 有 的 zE M,g(z,z) = 1, 
并 且 对 足够 大 的 整数 ,形式 9.0 对 第 一 固定 的 z€ D, 在 3D 上 是 
连续 的 . 

FB sto. st O m a-d — s" 时 ,公式 (4. 14.2) 
即 推论 4. 13. 2 中 的 Canchy 一 Fantappié 公式 (4. 13. 38) ,而 且 还 可 
以 象 C" 中 一 样 , 将 它 写成 更 抽象 的 形式 ,积分 边界 3D 可 用 3D 所 对 
应 的 积分 循环 的 同调 类 代替 . 

在 C* 空间 中 全 纯 函 数 的 任意 阶 导数 有 时 不 必 从 它 的 积分 表 
示 公式 直接 去 求 , 而 这 些 导 数 本 身 有 它们 简洁 的 积分 表示 公式 称 
为 Andreotti 一 Norguet 公 3X (L,A. Aizenberg and A.P. 
Yuzhakov[1983]) 下 面 我 们 写 出 Stein 流 形 上 全 纯 函 数 的 任意 阶 导 
数 的 具 Bochner — Martinelli 型 核 和 Canchy 一 Fantappie 型 核 的 公式 
( 钟 同 德 [19875]) f 

定理 4.14.2 设 D 是 Stein 流 形 MW 中 的 一 相对 紧 区 域 , 具 有 
逐 块 co 类 的 光滑 边界 f € 4(D)，, 那 末 对 任 一 点 zE D 和 任意 的 
2a — (2,78) ERA a — 1,0 都 是 非 负 整 数 ,有 


G [AOL = Pz E D, 
其 中 
(4.14.5) 9,.(@',s,s,z) = g'(z, *)Q,(u,u) 
(a—10D!a! , >C Duat duigi A du 
i3 Quy P AL Gamat! 十 … Baa ^ 


u = (uj) flu = (u,) RRRA sC, O 和 s(z,*) 在 z 的 邻 域 中 的 某 
一 全 焉 坐标 . 
定理 4.14.3 假设 定理 4.14.2 的 条 件 满足 , 又 向 量 函数 
u* (2,6) € CP (ID) 满足 条 件 ut Gu 0? 2 = ut ut! 
+ 203 + 


Hoe dala x 0,z € D,¿ € 3D. 

那 末 
4.14.6). [ ROB, 1835 = pF) s € D, 

其 中 i 
(4. 14. 17) Q.(p',s" ,s;z) = g'(G, -)Q,(u* ,u) 

(— Dia! Dinal D! te h* ul?! A du 
(ni) utu > 

u" = (up) fllu — (uj) 表示 映射 s" (z, +) 和 s(z,*) 在 z 的 邻 域 中 
的 某 一 全 纯 坐 标 . 

定理 4. 14.4 “如果 定理 4. 14. 1 的 条 件 满足 并 且 向 量 值 函数 
u'O € CID), X. ut) € CPAD), 一 1 一 1 满足 条 件 

Cu 9 (2,0) iP) SÆ 0,2 € D j= 0 1n — 1, 
那 末 
(4. 14. 18) |, FO p! st st... gre 852) 

= D°f(z),z € D, 


其 中 
(4. 14. 19) Q,(g' ,s* Os C) e st 67D ps z) 
= p(z, Q9, Qi Out O Ve ut 67D vu) 
(— 1-2 c utu "v 

(22i) Lu, > 


< Wm de 
Non A dZ emn =+ = 


Epu = (w O), u ® = (up) (k= bonn — D #ll 
(u) 表示 映射 sz ) FI st 9C, JG = Tun — 1) A sG, 
DE 在 :的 邻 域 中 的 某 一 全 纯 坐 标 . 又 

«ut O uH > up Ou mt + + + aut Du t 


其 余 类 似 . 


«ut du > 
< u` urd) > 
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$4.15 Koppelman 公式 
和 Koppelman 一 Leray 公式 


415.1 背景 
WM 为 一 * 维 复 解析 流 形 ,x 和 ”为 定义 在 M X M 上 的 一 开 
RER c? 类 向 量 函 数 , 命 
[CM] 一 AL 


(4.15.1) Da) = 六 (一 TD den 


ma 
<u, >= 2 Jon 
(z,6) 表示 M X M 上 的 变量 . 
C" X C" 上 的 Bochner — Martinelli 核 具 如 下 形式 
(4. 15. 2) 


Keu(z2,6) = 
(0— 1)! 9 ,4G — 6) A eG — 6 PER ah D va 
(2mxi)" z— s|” (22)* 
LE = Ẹrda GI > A (< 9.,G — Buda — 0 27 


|z — él* 

由 它 可 以 得 到 C* 中 (p,q) 型 微分 形式 的 积分 表示 (参考 8 4. 
10 和 钟 同 德 [1986] 2. 7). 

iE D CC. M H Stein LUE M 6 —JE48 C k) 为 关于 (D,s,g) 
的 Leray 截面 ,0 为 Stein i JE M WJ Ab bi iR 3E C) 为 
T (M X M) 的 一 全 纯 平凡 标 架 , fl u" 分 别 为 截面 s 和 s* 关于 这 
标 架 及 其 对 偶 的 表示 ,将 上 述 Bochner 一 Martinelli 公 式 拓 广 到 Stein 
流 形 时 ,如 果 形 式 上 写成 

9 (@',s",s) (n— 1)! v alU) A wlu) 
- 250 (2z0)* «ut. $ 
RIRA v> nk’ 时 ,对 固定 的 >E D, 上 式 可 定义 D X ap 上 的 
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一 连续 微分 形式 ,但 在 坐标 变换 下 它 不 是 一 个 不 变 微分 形式 (参考 
B|EB 4. 13. D. 为 了 得 到 在 D x aD 上 整体 定义 的 核 , 它 在 坐标 变换 
下 还 是 不 变 微分 形式 , 我 们 必须 利用 7 (M X M) 的 联络 (J.P. 
Demailly&C. Laurent 一 Thiebaut[1987]), i& 9 为 TO 上 的 . 
C=Hermite 度量 , 它 在 7 (M X M) 上 诱导 一 Hermite 度 量 , 仍 记 为 9， 
同时 诱导 一 反 线 性 映射 riT (M X M) — T* (M X M). ><, 
> fh D 38 T OM X M) 关于 8 的 阵 联络 ,V 为 了 OM X M) 关 于 度 
量 0" 的 阵 联络 ,而 9 是 由 9 在 7 OM X M) 上 诱导 的 . 

记 CURIE M X Mx T' (M X MM), 它 由 $ 二 o。s 定 义 ， 
容易 看 出 (3,k) 是 一 关于 (D,s,p) 的 Leray 截面 ,D 为 M 的 一 相对 
紧 开 集 , 它 的 边界 是 逐 块 Co 的 ,注意 ,如 果 9 是 定义 4. 13.3 段 中 
所 定义 的 TCM) 的 度量 , 那 未 就 和 (4. 13. 17) 中 所 定义 的 35- 一致， 
而 且 s 和 3 具有 相同 的 性 质 - 

如 果 (s* ,k* ) 是 一 关于 (D,s,g) 的 Leray REIF B. » z k* , BË 


* 
(4.15.3) 


(— D*-9 , « s* Ds > A< V"s* ,Ds >"! 
Qay P «st. 


定义 在 D X M th D x 3D 的 一 邻 域 中 的 一 连续 不 变 微分 形式 ,如 果 
so SAGE Q5 43€ M X MAM) EE CO 
的 ,并 且 在 z = c 2" 一 1 阶 的 奇 性 . 


Q(g',s',s) 


4.18.2. O(g' 5" 5) 在 局 部 坐标 下 的 表达 式 


假设 已 是 Stein 流 形 的 坐标 卡 集中 的 一 个 开 集 ,又 (6)-1 是 了 
(M X M) 全 纯 平 凡 标 架 ,度量 9 是 这 标 架 中 由 正定 的 C0~ 的 仅仅 依 
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XT AFE Et z 的 Hermite 4 RF 甩 给 出 的 ,而 9 在 7 (M X M) 上 的 诱 
导 度 量 则 是 由 矩阵 万 -! 在 对 侦 标 架 中 给 出 的 . 
Hasu ,4 分 别 为 s,s so 在 所 选 标 架 中 的 表示 ;又 Ds, Vs 和 
VS 在 该 标 架 中 的 表示 分 别 为 dz + (8-12H) A uydu* + CHI) 
A u" Aidu + HJE A 4, 而 由 3 的 定义 我 们 有 * = Tu. ft 
D= D + ,Ç = V! + V" 


则 我 们 有 
(4. 15. 4) V's = Vut = 


(4.18.5) (Y's° ,Ds) = DR A (du; + (CHH) A u);) 


j= 


(4.15.6) (s* ,Ds) = Yu (du, + COGI 9H) N u);) 
类 似 于 引 理 4. 10. 3 的 证 明 我 们 有 
引 理 4. 15. 1 


(4.18.7) (S*,D8) A C's* Ds)! = (— DEF 
@— DIED Diu; Aw] A À Gu + COLT2H) A 0). 
k; ?= 


3=1 


w(DS): = (D8)) A … A CDS, 
(4,15,8) o(V's*): = Qu 人 … A ur, 
9 (7st), = PIC Dr; Aw, 
j=1 j 
则 I 
(4.15.9) n! o(V"s* A o(Ds) = (一 1Y 979^? < V's* , Ds >. 
y Ə 
定义 一 向 量 a= >u; A 
对 (4. 15. 9) 两 端 对 作用 运算 了 ,由 于 
a Jo(V"s* ) = oy (V"s*) 
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a ](V"s* ,Ds)* = n < s* ,Ds >A (< V's* ,Ds>)"!, 
立 得 公式 (4. 15.7). » 

由 公式 (4. 15. 7) 可 知 对 局 部 坐标 > 和 “有 
(4. 15. 10) (s* ,Ds) A ((S7"s',Dsy)""' = 

= (— DP (a — 1) 1 [9 , Gu") A e. Gu) + 0C|u|,)J 
因此 OC yr,s* ,s) 和 由 欧 氏 度量 定义 的 只 相差 一 低 阶 奇 性 项 . 

特别 ,如 果 M = C", 度 量 9 是 C" 中 通常 的 欧 氏 度量 , 那 末 这 时 
联络 D # V 就 和 通常 的 微分 一 致 ,又 这 时 

Ga) = 1,V Ge EC x C" 

s(,6) 22—6,s' 6) = z — $, 

而 核 9 (@'",s,s) 就 是 C" X C' 上 的 Bochner — Martinelli EE (4. 
15. 2). 


4.15.3. (p,q) 型 微分 形式 的 Koppelman 公式 

首先 考察 上 一 段 定义 的 核 8 (gr,s,s), 由 于 。 是 全 纯 的 ,所 以 
Ds = D's; 联 络 D 和 之 间 有 一 自然 的 关系 Vs= Vo) 一“ 
。DS, 其 中 "是 反 线 性 的 ,因而 vs- USERS Qs 可 写成 


A 
(一 Dr: ,08,Ds) A CZ, Ds))7! 
Cay P Ts i 


É 9 (Gr 5,5) 有 如 下 的 分 解 : 


(4.15.1229 (g,$,) = > Qg), 1 SI<n— 1 
1<<a 


EP 9i(g',s,s) 是 关于 z 的 (7,9) WATE pang 1) 
型 的 分 量 ,我 们 命 2- = 9°, = 0. 

为 简单 计 , 在 不 致 引起 混乱 的 情况 下 ,我 们 将 9 (pr,5,s) 和 
Qr(g',5 s) 分 别 记 为 哩 入. 


HET CM X M) HTM X M) 的 纤维 关于 联络 D 和 的 曲 
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PONES 
(4. 15. 11) Q(g* , s.s) 


率 形式 记 为 CT OM x M)) = D MCM X M)); = V' Elf] 
是 (1,1) 型 的 并 且 只 依赖 于 变量 z， 

引 理 4. 15. 2 
(4.15.13) <s, > (< v8,Ds>) = 

= w*< Vs, s> A< $.Ds A (V5, Ds >). 

证 明 象 引 理 4. 15. 1 一 样 可 以 证 得 

ú oCV/3) A e(Ds) = (— D'*-P2 (7$ Ds)* 

n! a (VS) A oCDs) 
= (— peo < 5,Ds> A CTS Ds) 7! 

上 式 两 端 乘 以 < D3,s > 得 

n! < Y"s,s > o (8) A o(Ds) = (一 DiDn < Vis 
AX SD ((V”8,Ds))='. 


^ Li ^ L^ 
由 于 w(V"s) = 3'( 一 lrt, An, 
J 


oC") = cA, 
所 以 上 式 变 为 

n! < s,s > oF) > o(Ds) = (— Din < Vsis 
>A<s,Ds> QV S.D). 

利用 上 面 第 一 个 等 式 到 上 式 左 端 并 注意 到 Ç s= Vs 即 得 公 
式 (4.15. 13) - C] 

引 理 4.15.3 dE M X MAM ERNE 


SS cd 
(4. 15. 1409 — ne Dom COO X MD A s >A 
i š (s,s) 


A A A ~ 
((Vs, DD + @ — 1) < s,Ds> A (Vs,CT (M X M)) A 
s> A QY 8,8972). 


并 且 各 在 对 角 线 上 有 2n 一 2 阶 的 奇 性 ,如 果 cT (M X M)) 
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= 0, 那 未 59= 0. 


证 明 waki [SET AS Viae, 
< s,s >° 
根据 联络 D 与 V 和 度量 的 相 容 条 件 我 们 有 (参考 定义 3. 6. 3) 


1< s,s >=< V5,s>+< DE 
I< 3,Ds>=< YS,Ds>+< $,C(T (M X M)) A s> 
AY S D)! = (n— 1) (CT OLX MD A 5,Ds>— (8, 
C(T (M X M)) A s> A CL 8D). 


因此 我 们 有 
A A 
s- A 
a[S- 5e A< V s,Ds > j= z 1 [e se 
«s, (< s, >) 


(< Yi, Ds >) T< Ss >" COM X MD) As >A (< 9Š , 
Ds >y- —(a—1)< $, >< 5,Ds> A (<C(T* (M X M) À $), 
Ds>—< V3.6 (M X M) Ns) A QY S,Ds)) =? — (V, 
s) + (8,Ds)) A (S,Ds)) A C $,D9))71] 

由 (3,Ds) A CO ,Ds) = 0 和 公式 (4. 15.13) 并 注意 到 是 全 
纯 的 和 Vs V" s ,同时 考虑 到 次 数 即 得 公式 (4. 15. 14). 

MERR IO d z 一“ 的 奇 性 ,由 5 的 定义 ,我 人 有 (5,3) = 
jsl， 如 果 z 和 《在 Mr 的 一 紧 集 上 变动 , 那 末 微分 形式 C(T (M x 
M»), V5 和 De 是 有 界 的 ,同时 由 于 1s | = |os| = 0Clsl,) ,所 以 有 
39= 0(|s|2"*2) + 

定理 4. 15. 1 (Koppelman) Rik D Æ Stein 流 形 M H — HX E 
区 域 , 它 的 边界 是 逐 块 co 的 ,并 且 ，” 2k, MR f E —(p,q) 型 微 
分 形式 在 万 上 连续 ,而 且 下 仍然 在 D 上 连续 ,0 过 7,9 三 nn, 对 zE€ 


D, 我 们 有 
“210. 


(4.115 fo = (— DT [.5o^sco 一 
fen O A aco +3, [fO ^ oO Den 


f) A PiG.2]. 


ED 
HEP e0) = 9((2,3,s) (zy6) X PIG JE 99 PEF 2» 
q) 型 的 分 量 . (J. PDemailly&C. Laurent 一 Thiebaut[1987]) 
注意 1. 如 果 p — 0,WJ Pi = 0, 因 为 C(T (M x M)) 关于 = 是 
(1,1) 型 的 ,由 (4. 15. 15) 就 得 到 G. M. Henkin 和 J. Leiterer[1981] 
中 的 公式 (2. 4. 6) 或 钟 同 德 [1986] 中 的 公式 (3.7.45) ` 
2. 如 果 度量 0 使 得 C(T OM X MD) = 0, 我 们 就 得 到 经 典 的 (?， 


q) 型 微分 形式 的 Koppelman 公式 (参考 定理 4. 10.1 和 钟 同 德 
[1986]$ 2.7) 

WEB] 只 要 对 所 有 在 D 有 紧 支 集 的 C0”,(n — p,n — q) 型 微分 
形式 9 证 明 下 式 成 立 
«1819 — ff As = C= DL [of A 
Qe Ne) — | IO A AGO A «QJ 

+ |... I A 9L A 340 

foerat © ARGO A G. 


AES BYE SED Ur RTT EUR RE 018.01... HIRE 
Pi, LEE R DA df 和 dg RE Df AI 39. B k, REEN FIBRE 
` (4.15.17) fat A g(2) = (— HE krsio KO 
He ^ go > |... tt ®© A 9 G, A g(z)] 
l + | te A 9 (2,6) A d.g(z) 
* NETS A 39 Gs) 人 gO). 
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由 s 的 性 质 ,我 们 可 以 找到 对 角 线 入 = (G,2) |z € M) 的 一 个 
邻 域 Us C M X M 使 得 对 所 有 M 上 的 固定 点 z,s(z,6) 对 所 有 使 
(z,6) € U, ËJ ¿ € M 是 双全 纯 的 ,考虑 开 集 Í 

U.: = (G,6 € UA X Ua: islo <e} e> 0. BF p CC M, 对 
足够 小 的 s,a0. 门 (D x D) 是 光滑 的 . 

现在 在 开 集 D. — p x DU, 上 对 微分 形式 SO A 9 (z,6) 人 
g (z) 应 用 Stokes 公 式 , 由 于 Suppg 忆 CD, 对 足够 小 的 : 0, 我 们 有 

D, (| (Suppg X- M) = (D X 3D U W.) N (suppg X M) 
考虑 到 定向 ,上 式 可 写成 

3D, 门 (Suppg X M) = (D X 3D — W.) (| (Suppg X M) 
于 是 有 


| FO A Q(z,6) A sG) -| KO A Q(z,6) A 
(z,6)EDXaD Gea, 


g) = [esto A 9G A gG»- 
HT 
4. OD A 9 GO A g(2)) = df (D A 9 (z,ë)g(2) 
十 (一 VESE A dae GO A gG) + 
(一 Dr fQ) A 9 GU A dG). 
HLBINY RIA 2.0 代替 d2, H FEE 
(15.18) [oO A 9GO AIO |: „ION ° 


B 


GO Ag = | edc A 9 GN aO 十 (一 


Def IO A3..9 GO A gC) + C- pas a IOA 
9 (z,6) A d.g(z)- i 
显然 ,在 对 角 线 的 邻 域 3 有 2n 一 1 阶 奇 性 , 2...Q E20 一 2 阶 
奇 性 ,这 两 个 微分 形式 在 0 x 万 是 局 部 可 积 的 ,因此 上 式 右 端的 各 
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个 积分 项 当 : 一 0 时 ,分 别 趋 于 (4. 15.17) 中 的 对 应 项 , 剩 下 只 要 证 
明 
(4. 15. 19) lim |... tO A^9GOMNgG = 


= (一 pre. fc A g6). 

下 面 我 们 作为 一 个 引 理 来 证 明 . 口 
引 理 4. 15. 4 

(4. 15. 19) lim f 


FENE) Age) = 


apen, 
= (一 Dif fco A gG). 

证 明 (00,90) H MM 的 全 纯 坐 标 卡 集 ,又 {z,) 为 从 属于 
(U,) 的 c° 一 单位 分 解 记 ,g,: = Z 并 选择 开 集 V, CC U, 使 得 
Suppz; S V ,于 是 只 要 证 明 , 对 所 有 的 jo 
(4. 15. 20) LINES A Q(z,6) Nge = 


一 《一 pr]. fO 人 g; (2). 
BEREE j, d RE e Eih, RAMAH G0) € U, rh 
z € V; WA & € U, BDA (á. 15. 20) 可 写成 


(4.15.21) lim fO A9GOMNsG- 


= (一 p| O A eG 
IB 4. 15.2 ERE (z, 2) € V, X U BE O (rs) 在 局 部 从 
标 下 的 表达 式 为 
(4.15.22 — 9 (GO 
0Cu]z*5, 


Feb a GO Mu O AES s A s XF Up) 的 表示 , 特 
HÆL N (C, x GNAD EH 


ds. ^ 
(0 — 1)! , o Gu) A o, (u) 
Qui P DIE 


+ 
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A 
rr (—1)! , o Qu) A onlu) 
(4.15.23) Q (z,0) Gab" Kk t 
0(e7?n*?), 
由 于 集合 (V; XU) N W. 的 测度 为 0(e*-!) ,所 以 (4. 15. 21) RE 
为 


4.1.20 limf FO A KG) 人 ge) = 


GDE XVI NV, 
-caye[ ifo Aso» 
z€v, 
其 中 
= A 


_ Gm— Dt! ,o cQ) A o) 
(4.15.25 KOOD = rv E : 


要 证 明 (4. 15. 24) 式 需要 作 一 些 准备 , 由 定理 4. 21. 1 条 件 
Ci) ,我 们 可 以 找到 eo > 0 使 得 由 T(z,6): = (p GO zz,5)) 的 映 
射 7T;(U; X U) Y U, — C X OEA U, XU) YU, 到 某 一 开 集 WW。 
S c' x c M t Eu TW, (U, x U) (QU, T B3 
BRA. fh a(n) W. — U, OB XHA 00 G0 € (U, X UD 站 V6 都 
H a(@,(z) ulz, 6)) 一 5 所 定义 的 映射 , 那 末 
(4.15.26) TCN, E) = (P'O saln, 20 对 所 有 (7,56) € Wae 
再 者 ,显然 有 
(4.15.27) —u(T-1@,2)) =£, 对 所 有 (7,5) € W.. 
和 
(4.15.28) T-1(n,0) = (o; Ge; GD 对 所 有 7E pU) 

XL 0 <: < s Ë Ze, = T(V; X U,) N 30) H+ V, CC U, 
们 可 以 找到 0 < e < eo, E1 
(4.15.29) Z CC W, W 0 < <a, 

并 且 , 对 某 些 常数 C< co,0 < e< a fl(z,¿) € (V, x UD) f 
WH lulz, é) | < c|sG,¿) |. < ce, 

Hj 
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(4.15.30) JE] Ce Xt o < eS e We) € Ze 
由 (4. 15. 2893A n € 90) 我 们 得 到 z C77 G0) = 0. 由 
于 ,2。 T- W, 上 是 CT 的 ,和 (4.15.19) 和 (4. 15. 20) 一 起 表示 
存在 一 常数 C < co 使 得 

|w (T=) | S Ced, la C17 G,201 & CRH 0< e 
me. € zx 所 以 ,我 们 能 够 找到 一 常数 C < co 使 得 
(4.15.31) ND neu (77 G:22)-9 «Q T7 G2] & C 对 
A 0 < es e 和 (nm,6) € Ze, 


其 中 
== A 1 MEET Y 
9 SQ): = Gr (9, +.Ə;)u) 
和 
9). == preu KOF A) 

又 其 中 行列 式 记号 的 定义 为 
det, s, (Gam): = det(ai + MOLDE LM dn) 


Rh l< m=< naa, 为 长 度 为 4 的 微分 形式 的 列 指标 ， 
51,5. 为 非 负 整数 使 得 si + … 十 se = n. 

MD FA a f WARA h pr 和 “定义 的 了 拉 回 ,并 命 
(4. 15. 32) (97') f 一 >; fai 


1&i < <i. RR 
dy, À =+ A dy, A dm, Nr A d, 
如 果 o, os, 为 9; 的 分 量 , 那 末 有 
(4.15.33) f(¿) = 


1&i <<. lj <<<. 
CPD dps, (£). do, Cdp; (6) dp; () XE E U,, 


和 
.215 ， 


(4.15.34) afini == fa 


1@ << RR UR) Rn 
(Pan Eap CAE A + À dup CaG E) A 
d, spi Cai 8)) À … A dup Ca 2) XEO) € W.. 
定义 
(4.15.35) a; f$) = fuge, 


1&i m RII) iR 
(9,C6a00,5)))4,95,(a(3,8)) A + A dC CQ, 2). A 
dpin CaQ0,2)) A … A dps CQ 2) 
X Cn, E) € Wa 
H (4. 15. 28) , (4. 15. 29) 和 (4. 15. 30) 我 们 得 到 一 常数 c 使 得 
Ig;Ca(9,2)) — n| < Ce #ll |d,9;(a(9,5)) — dn| < Ce Xt HH 0 
«es eH € Ze RHA. 15.32) 和 (4. 15.35) 这 表示 
(4.15.36) lim up, |a; f — (oj fO) | = 0. 
由 于 由 (4. 15. 28) 和 定理 4. 21. 1 A lE Gi) pT G0) = 1 TT 
可 以 找到 C < co 使 得 
(4.15.37) |@(T-1A(,2) — 1| < Ce, 
Jt 0< ee fll(n,2) € Z,. 
现在 我 们 证 明 (4. 15. 24). dd (T0 (f A k A gO HRF T Hti E 
那 末 
(4. 15. 38) FE A kG,2) A ge) 


CE QU Qa, 


- f TD A k A go E) 


G.Dez, 
BT 
— CE PA. 
KG, 人 g; CO = EC 
PEND s Cu GS) À oss Gs) 
= A g, C) 
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XE G6) € (U, XU, Y W., d (4. 15.26) fI CA. 15. 27) 可 知 对 
mD EZ 有 | 


(4.15.39) (T-!)'(f A k A g;) GS 


Em ' 
- ute (G4) A 


gr ED paa CT- (22). A eG 

EZ A (p; 0* g,GD. 
由 于 Z, 的 体积 是 2*-! 阶 的 ,由 (4. 15. 3D, 
(4. 15. 37), (4. 15. 38) 和 (4. 15. 39) 可 知 如 能 证 明 


. (n— 1)! . 
(4.15.40 im PST f a* fG£) 人 


Dez, 


D Q7 0,22) A eG ; 
c O A (gg = (— 


1n | (gp) f ^ C7)" gCn). 


€») 
那 末 就 完成 了 (4. 15. 24) 式 的 证 明 . 

由 于 ,对 每 一 7 € gy(V,), 所 有 满足 (7,6) € Z, BJ ë € C" 的 
集合 是 24 — 1 维 ( 实 ) 的 ,并 且 由 于 形式 (QUOI Qs) A (D 
关于 “是 2 一 1 次 的 ,在 (4.15.40) 中 形式 af A a fR, 
鉴于 (4. 15. 36) 这 表示 在 (4. 15. 40) 中 形式 a^ f ARCOT f Ñ 
替 ,所 以 只 要 证 明 对 每 一 固定 的 7E V), 

asii T UTE) A eG) 


(2zi)* e 
uectioez, 


这 可 由 Leray 公式 (定理 4. 2. 1) 得 到 ,由 于 证 明 Leray 公式 时 

并 未 用 到 向 量 函 数 (z,5) 关于 = 的 依赖 关系 ,所 以 对 (7,6) € zA 
TOINE) A lE = e TEE) À E) 
JEH Hi (4. 15.27) 有 
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A 
(T7 E) E) = UCT- E), UT- CE) 
= [sT a, = 2.0] 


4.15.4. (p,q) 型 微分 形式 的 Koppleman 一 Leray 公式 

TE M X M X [0,1] ERINERIA T* OD 关于 映射 (z,6,2) 
— z WALE ATM X M X [0,1]). 记 切 从 T(M) 的 度量 9 在 
T' (M X M X [0,1]) 上 的 诱导 度量 为 5 . 

设 A ATM X M X [0,1]) 上 关于 度量 9 的 联络 . 

j CE(M X M X [0,1],E*) 9 M X MX[0,1] 上 取 值 于 有 B* 
= T* (M X M X [0,1]) 的 * 阶 微分 形式 的 空间 , 它 有 如 下 分 解 

CP(M X M X [0,1], E*) = 0s 0t x M X [0,1], 


E), EP cz (M X M X [0,1], 互 ' ERAF GO 是 (7,9) 型 的 
关于 4 是 7 次 的 微分 形式 的 空间 ， 
联络 A 可 分 解 为 人 = A' + 和", 其 中 
A :CRM X M X [0,1],E*) Cf (M X M X [0,1], 
xy, 
A.C, (M X M X 0,1] E > Cz OM X M X 0,1], 
EGO X M X [0o,1 了 五 )， 
现在 我 们 研究 A 在 局 部 坐标 下 的 表达 式 选择 7T'(M X M X 
[0, UD 的 一 个 平凡 化 并 记 v' 为 了 (M X M X [0,1]) 的 一 个 截面 
C 的 局 部 坐标 表示 , 则 有 
AU = BG v! )) Kp HABERE 0 E TOM) 的 平凡 化 中 
的 矩阵 . 
At = (ua di)v" 
it D 3g Stein 流 形 上 的 一 相对 紧 开 集 , 它 的 边界 是 逐 块 C"" 的 ， 
X G* ,k*) 为 关于 (D,s,p) 的 Leray 截面 ， 


tul 
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对 所 有 使 得 (s" GO s G0 308] 0s As 1,2 € DfIL aD 
的 某 一 邻 域 中 的 6, 定义 


。 a 4 s* (z,6) 
(415.4 i Gs) e S (s* (2,6) ,s(2,6)) £ 


A 
s G6) 
lsCz,6) |5 


由 ws ffl s* 的 性 质 可 知 , 映 射 
(,6,4) Fr Part (z, 6)t" (Z,A) 
# Dx M X [0,1] PDX oD X [0,1] 8] BREET" (M X M 
x [0,1]) 的 一 个 Cc 截面 ， seni debi a d RP as 
WIERE, S ,S,8) 一 (= a 5 yt ,DS> A (< At! ,DS 
>)” EDX Mx[0,1] 0 D x sDX[0,1] 的 一 个 邻 域 上 是 连续 
的 . 
引 理 4. 15. 5 下 列 等 式 成 立 
OCP, S" S, S) fimo = B (g',S* ,S) 


(4. 15. 42) 
VP, S ,S,S) ii = 9 (o* 8, S) 

WEBB. dr 的 表达 式 (4. 15. 41) 可 知 ,只 要 证 明 对 所 有 定义 在 
&y& T* CM X M) 的 截面 5* 的 定义 域 的 开 集 上 的 所 有 函数 上 ,下 述 
等 式 成 立 就 行 (参考 (4. 13. 4) 式 ) 

< u8* ,DS >N (< A" US"), DS >T 

= w < 8*,DS >N (< A"S* ,DS Syry 
而 上 述 等 式 由 
< uS* ,DS 2 A « A", A S*,DS > =— uAN"u A< S" ,DS 
>A<S' ,DS> 
= 0 
立 知 成 立 . 
= 0B f um S.S 3 A= B f =<S,s 
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> = 15]7?,S" = 8, 应 用 上 述 等 式 , 即 知 等 式 (4. 15. 42) 成 立 . 
口 


引 理 4. 15. 6 Hw x [0,1] X 9(',S* ,S, S) 的 定义 域 W 
C D X MM, 对 所 有 的 (z,6,%) € W x [0,1], 8 
(4.18.48) (a, + dO (87 ,8,8) 
= Ca et« r ,cG (M x M)) 
A S>A CE A” DS) 
+ D< ,DS>A< Ant CC (M X M) A S> 
A (< A't* ,Ds 2)771]. 
如 果 ,;CCT OM X M)) = 0, WE Gue + DBS" ,S,8) = 0. 
证 明 
G, + AYAS ,8,8) 
= vt Am DS Y <t, DS > A 
(< A DS >Y — @ — 1) <t DS > (< At ,DS > 
—< At! DIS >) A (< A DS >>)" 2] 
dh A” = 0,D28 = C(T (M X M) A 8. 
ZET M X M x [0,1]) 一 个 平凡 化 , 设 vt 为 1* 在 这 平凡 
中 的 表示 ,又 8 为 了 (M X M) 的 平凡 化 中 的 表示 , 则 


10-1) 


P< A D8 y = (— DPI CÀ Gus + aDC A 


CÀ aw + (CHH) A 8 


Bic 的 定义 我 们 有 Donu = p 838 o fl u RFG O 是 
ZA + 325 AA 
(4.15.40 — Su + dri) = 0, 


所 以 
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À G, anu) = 0. 

因为 由 Leray 截面 的 性 质 (4.15.44) 左 端 是 连续 的 , 而 集合 
(G,¿,2) € W X [0,1]:S(z,6) Z 0) YE W x [0,1] 是 稠密 的 . IN 
EE eC Art ,DS >y = 0, 而 引 理 证 明 . 口 
现在 我 们 可 以 推导 Cp,9) 型 微分 形式 的 Koppleman-Leray 公式 . 

定理 4.15. 2 (Koppleman-Leray) iZ D 为 Stein 流 形 上 具有 
CO 逐 块 光滑 边界 的 相对 紧 区 域 , (S" CO 为 关于 (D,S,g) 的 
Laray 截面 ,整数 ， max(2nk,k*). LRE pS" G,0/ < 
S* G,0,8 GO 之 所 有 关于 >, 阶 数 科 2 的 导数 ,和 所 有 关于 上“, 阶 
S BI SEE TE D X DWR ERW EDX M 中 关于 (z,6) 是 
连续 的 @. 则 对 上 的 每 一 连续 的 ,并 且 3f 在 D 上 仍然 是 连续 的 (7， 
D 型 微分 形式 1,0 等 4 Sn 
(4.15. 45) 
(— Df(z) = [io A 9r ,S* ,S) (2,6) 

t€» 


— PO A REED 


ED 


= f REO 人 BS ,3,8) C. 6,20 


G3) € DX [0,1] 


HEC [fX A arie Guo 


ED 


— A 
+ |a A Bets (a,6)) 


+ Den [so ^ RGO 


E) 


- | #r@AQqG42lz e€. 


(6.26 »DX[0,1] 


HPA, S S), GSS), BCS SS) PRAG y| R O 


@ 没有 这 个 假设 定理 仍然 成 立 ,不 过 证 明 较 复杂 - 
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(9,8* ,8),O (g,8,8) OPS ,S,S) ou (p 8,8). G, 十 
LYP, S ,8,8) 于 z 是 (p,9) 型 的 分 量 . 

注意 1. 如果? 一 0,M| P; = Qr = 0, 因 为 CCT (M X M)) 关 于 
z 是 (1,1) 型 的 由 (4.15.45) 就 得 到 G.M.Henkin 和 J. 
Leiterer[1983] 中 关于 (0,9) 型 微分 形式 的 Koppleman-Leray 公式 
(4. 5. 32). 

2. 如 果 度 量 9 使 得 C(7 (M X M) = 0, FEH Pi = Q = 0, 
BE K H (4.15.45) 就 得 到 C" 空间 中 (z,9) 型 微分 形式 的 
Koppleman-Leray 公式 在 Stein 流 形 上 的 拓 广 . 

证 明 ”只 要 对 微分 形式 1(6) ARoS" ,S,S) 应 用 Stokes 公 
式 . 口 

推论 4.15.1 在 定理 4.15.2 的 假设 下 , 如果 进 一 步 假定 
8' GO XT. 2€ DERAH a2 1,3E BL CCT CM x MD) = 0, 则 
有 ' 
(4.15.46). ft) = (— DHE: [zo A ri (n 8,8) G0 

ED 


+ | KO A 9a (Gor S" ,8,8) 6,22) 


(G3) € »DX0,1) 


-= [sco A 9G? SS) C. 0) 


ED 


ET f «OO A BPS 8,5) 656,22] 


(5,3) € DX [0,1] 
43] AED LERE D ERES = 0 的 (7,9) HR 
分 形式 f, 
4.15.40. G) = (— DC [AO A gt. G8, G0 
ED 


+ | ag ASS ,5,8) 6) 


(4,3) € »Dx [0,1] 
是 方程 39 = fE D LIERE. 
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以 上 结果 都 是 I.P. Demailly 和 C. Laurent-Thiebaut[ 1987 ] 得 到 的 ， 
在 该 文中 他 们 还 得 到 了 B. Berndtsson 和 M. Anderson[1982] 在 C 空 
间 中 所 构造 的 具有 加 权 因 子 的 (?,4) 型 微分 形式 的 Koppleman Zt 
xU o 一 方程 解 的 积分 表示 在 Stein 流 形 上 的 一 个 拓 广 形式 ,而 莹 
李 宏 [1988] 则 用 直接 构造 的 办 法 得 到 了 Stein 流 形 上 (0,9) 型 微分 
形式 具有 权 因 子 的 Koppleman 公式 和 3 一 方程 解 的 积分 表示 ， 林 亚 
先 [1985] 得 到 了 Stein 流 形 上 (0,9) 型 微分 形式 的 a 一 方程 的 解 的 
积分 表示 和 一 致 估计 . Ek ur EB # Wë [19881] 将 R. Harvey 和 J. 
Polking[ 1979 ] 的 结果 拓 广 到 Stein 流 形 上 去 ,得 到 了 Stein 流 形 上 
Canchy-Riemann 方程 的 具有 权 的 基本 解 . 
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$nt€ 复 流 形 上 的 函数 论 


有 前 面 四 章 的 预备 知识 以 后 ,本 章 介绍 一 C" 空间 和 Stein 流 形 
上 的 一 些 函 数论 问题 . 首先 我 们 介绍 具有 Bochner-Martinelli 核 的 
Cauchy 型 积分 的 边界 性 质 ,我 们 得 到 了 单 复 变 数 Cauchy 型 积分 的 
著名 的 J. Plemelj 公式 的 拓 广 . 其 次 ,在 多 复 变 数 中 有 所 谓 Hartogs 
现象 ,这 是 多 复 变 数 和 单 复 变数 的 本 质 区 别 之 一 ,由 于 这 种 现象 ， 
所 以 人 们 对 多 复 变 数 的 全 纯 开 拓 理 论 很 感 兴趣 , 由 此 产生 的 全 纯 
域 和 拟 凸 域 的 理论 . 我 们 在 第 二 章 中 已 作 了 初步 介绍 ;本 章 我 们 介 
绍 多 复 变数 函数 和 微分 形式 越过 区 域 边界 的 全 纯 开 拓 问 题 ,而 且 
这 个 问题 是 和 具有 Bochner — Martinelli 核 的 Cauchy 型 积分 的 边界 
性 质 以 及 5 一 方程 和 有 一 方程 是 有 紧密 联系 的 . 最 后 我 们 介绍 双全 
纯 映 射 的 C. Fefterman 定理 , 它 在 拟 凸 域 的 分 类 上 起 着 重要 作用 ， 
自从 C. Fefferman1974 年 用 微分 几何 方法 证 明 这 个 定理 后 ,许多 人 
对 这 个 定理 的 简化 证 明 作 了 许多 研究 工作 ,我 们 在 这 里 介绍 的 是 
S. R. Bell 和 E. Ligocka 所 给 出 的 简化 证 明 . 在 介绍 C. Fefferman 定理 
之 前 我 们 还 详细 介绍 了 Bergman 核 函 数理 论 , 近 十 年 来 它 在 研究 
双全 纯 映 射 的 边界 正则 性 上 有 广泛 应 用 . 


§5.1 H Bochner — Martinelli 核 的 J. Plemelj 公式 


5.1.1 定义 和 记号 
1. 光滑 可 定向 流 形 
id DdEC BIB AX SZ. uus = lport 9e), 
ün ao — o 是 一 通过 原点 的 Ce 类 2n 一 1 维 光滑 可 定向 流 
。225。 


形 , 它 在 原点 附近 的 方程 为 
(5.1.1) Fu yuan) = 0. 

aD) 表示 0 的 直径 ,VC8) 为 8 的 体积 ,8 在 点 6 的 法 线 记 作 n. 
车 在 上 对 变 元 5 求 积分 , 则 记 8 为 2:,9 的 体积 元 素 为 4S;, 并 记 

o5, = 9, N BG, EG = 90... 

2. 满足 Holder 条 件 的 函数 

一 定义 在 2 上 的 函数 o C2) 称 为 适合 指数 为 a 的 Holder 条 件 ， 
并 记 作 pE) € H(a,9). 如果 对 2 上 任意 两 点 < 与 EA 
(5.1.2) IPH 一 gp( 人 | € MI£ — 9|*,0 cac 1, 

其 中 M OC eG € H(a,9) 指 eC. 分 别 记 作 为 
与 了 的 函数 皆 属 于 H(a,9),H(9) =U: H(a,Q). y 

3. 具有 Bochner — Martinelli 核 的 多 维 奇异 积分 的 Cauchy £ 

Wr AR. 1:2) $E XL B — M Bro; — Z, — 2) iB K (Z, 
6) 并 写成 
(4.1.2) — K(,0 = o(¿ — Z,¿ — Z) 

= exc D 


zs = aa A tfo 


(n — 2)! 
其 中 "一 03 ` 
XX 5.1.1 设 w(6) 为 定义 在 8 上 的 函数 ,积分 


6,1,3) 4() = NOE € 9, 
$ 


称 为 在 8 上 的 奇异 积分 ,这 个 奇异 积分 的 值 用 以 下 的 Canchy 
主 值 
GLD VPO 一 加 | COKG ED 


来 定义 它 . 如 果 oC) 满足 万 条 件 , 那 末 它 的 主 值 是 存在 的 ( 见 定理 
5.1. D. 
5.1.2 ”一些 引 理 ,公式 和 估计 式 
1. 一 些 引 理 
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引 理 5.1.1 K(lw,2) 在 Z 关 w 点 是 一 闭 形式 或 称 为 同调 于 
零 , 即 dK(o,Z) = 0,4 Z # u. 

证 明 参 见 定理 4. 1. 1 或 第 4.13.1 段 的 1. 

引 理 5.1.2. K(w,2) 经 西 线性 变换 后 不 变 . 

WEB] ” 作 线 性 变换 


(8.1.5) Za = Eat ym 
这 变换 的 系数 所 组 成 的 方 阵 
U= (ue) 
是 一 西方 阵 ,其 逆 方 阵 为 
U-!= (u) = Us; 
经 变换 (5. 1. 5) 后 假设 定点 ww 变 为 点 7 显然 
|Z — w| = |ë — nl> 
9 1 b 3 1 35, 
2, |Z — w|”? 2 Rr 
Axe 
由 于 
dZ = det U dé, 
O s Zo-isZakiy ttt Za) +z 
det U dZr; = det U E r Ku F3) déca 
= > (一 D**^us, drs)» 
e= 

故 

K(w,2) = zi (— 1» PES E ETE u dë A dë 

ex x D^ Eia, x F peu ^ [7 
m- a 1 c 
- exc 1^ 35, 1E — FIER A dés 

引 理 证 明 . 口 


引 理 5.1.3 KC, 可 以 写成 
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(5.1.6) KME) =— a — 12 P E E 
sre 


n€ 9 
其 中 心 一 加 十 io+e 为 的 面积 元 素 S, 的 方向 余弦 . 
SI = Sol. 
2. 一 些 公式 和 估计 式 
以 后 我 们 常 要 用 到 下 列 一 些 公式 和 估计 式 ， 
i 4 ZED, 
1 
(5.1.7) K(Z,¿) = 45, xz € 9, 
[es | «zc 
lo, 4 z € p. 
(5.1.8) um| | 6 — #l°|KCe, D| =0,6€ 20,0<azl 


m 


(5.1.9) lim| KG) = 0,¿ € 9 
Jo (60 
(5.1.10) f o KEDEL 


6.1.11) |... e rike <M, ¿E9 0-caxl. 


i 公式 (5. 1. 7) 的 证 明 
我 们 主要 证 明 (5. 1. 7) 中 的 公式 
V. P. xc = T4 € 9, 

至 于 (5. 01.7) 中 的 其 它 两 个 公式 则 由 8B 一 M 积分 表示 (公式 (4. 1. 
1)) 中 命 积分 密度 等 于 1 即 可 得 到 ,在 上 述 公 式 证 明 过 程 中 也 可 以 
看 出 是 成 立 的 (参考 后 面 的 注意 ) 

证 明 分 两 步 : 

1%. 设 56 = 0,8 通 过 原点 ,假定 在 0 点 附件 的 方程 为 

Qi: Fu sus) = 0, 
由 于 假设 9 ROCHE BO Qo 1a) 不 全 为 零 , 我 们 假设 在 
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原点 
oF aF 9F 
Gi = 0, Tete m ED = 0, 
换言之 ,2 在 0 点 的 超 切 面 为 超 平面 
P: u = 0. 


BUG. aso 0, 我 们 可 以 把 o 在 原点 附近 的 方程 写成 


注意 # 仍 然 是 有 二 级 的 连续 偏 微 商 ,并且 
(5.1.12) 9(0,0, 0) = 0, a. — GE» = 0. 
我 们 再 假定 域 p 在 原点 附近 的 点 在 
(5. 1.13) ui — gos e yu) < 0 
的 一 边 . 
取 * 充 份 小 ,并 取 7< e, ERRE upee cuya, 
$) B: £ = 0 点 外 同调 于 零 , 故 


由 NECS > aa KOD 


X0 


- p A00 = 0 


(= 4% 


re: A din = Tr 
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= G — De 
qi | a 48, 
其 中 as 代表 超 球面 好 十 …… + uh = o BEBO AU 
i x aa 一】 
m M ap20587?g«-—pp 7" 


因此 
Gio | EQ0 = 1. 


所 以 [, e.o i xe. | K(0,5) 


vj meg n 20 


(a — D2-7'7 
g LES of wheta? me? 48 
pens 
M 
由 于 
2u E 
= P a NIE Gu uM T Gup te HH dus 


u = uj, u = pcos, us = psin0,cos0;,-++++* , 
ün- = [Sing Sin0;, scosb2, -2， 
Un 一 pinh 7 sing:。asing2。 >， 


易 证 上 式 在 2n 一 1 维 子 空间 (w,，…… ,ua) 上 的 积分 域 是 包含 子 空 


2x a—2 
f abs 2 | —E a, 


pe Je)—p 
m 
= | sin?-36,40, ------ * sin6^...d6. >” a8. 
= |: sin? 30.d01 Í SnO sds | dés, 
p:-2 3A 2 
Jaraa” ah + Gap, 
其 中 
(0,09) 一 VCPcosg ,ee ypsing *** ee singz, 2) , 
再 作 变 换 
$» = å — (pn 
n = A/ p! + 220 — W, 0, = 0,,0, = Os, rnm On- = 02-2, 
这 变换 的 函数 行列 式 为 
1 E 
2p 
J= , 
LET 
JA ap 
由 假设 ,p 有 二 级 连续 偏 微 商 ,由 (4. 2. 80 式 知 
, Dy Cs 
(5.1.12) %(0,9) = 0, Gp 9. 
Bk vCGo,0) 能 写 为 
$= p4Co,0), 


其 中 o(p,6) 是 p,0 的 连续 函数 (注意 这 里 及 以 后 所 说 的 函数 性 质 
都 是 在 原点 附近 的 ), 故 
m » PD(p,0) 


2A P 2A — y) g P F 2A4pd(p,0) 一 p'@'(p,0) 
p0(p,0) 
14-240(p,0) — PP (p,0) 


故 当 p = 0, 2 一 0 时 
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同 理 知 当 p = 0,4 = 0 Bf 
on 
Qum s x 
所 以 变换 在 原点 附近 是 有 意义 的 ,假定 其 逆 变 换 为 
¿= n + 4», 0, 
(5.1.15) 
p = n + @ (xw, ,0). 
由 反 函 数 的 理论 知道 00,0). 及 @,G 0,00 有 二 级 连续 偏 微 
商 , 且 


4,(0,0,0) = 0, %@,(0,0,0) = 0, 


HT 

a 一 9 19» 
mbk 77 "E 
a 300 /— l9 
w Ón Jap 
3p MW 129» 
m Ən Ja 
3p 25; 1%_ 1 

ET tx Ta J' 


B >, = x = 0 Bf 


90. 20. 301, i 
(5.1.16) m C m a Ù 


经 变换 (5.1.15) 后 
[1 十 Ote = cee Pan + Ban y: 


一 do + ein "a 


= (Ly m + (+ PLI + [a 十 A dn + 


= (1 + Qum] + 2806560) TE 


+ [1 + yv] am 
' 
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其 中 
as 0) = Or 十 2 30 + ey, 


99 


Dig y Dy E 
BG. 0) = à» (1 ns mt a+ EE 


p 
yGi m0) = Orb + 209 + Ry, 


都 有 一 级 的 连续 偏 微 商 , 且 由 (5.1.16) 知 当 = w = 0 Hf 
a(,v;,0) = f(n,v,,9) = y(n ,v2,0) = 0, 


a ac d 
jas PL E 1 十 Gap 


2—Wp,0)>0 


= faa D. + Darw JAT + aC ,v2,0)] 


o 


故 


+ 28000) 92 + [1 + yG, CR tan, 
将 nn 与 v% 分 别 换 为 evi 与 ev, 则 得 


9A 
PEE y1 + (gp = pL ui + (e, 


Fi. o 
03971 + 1 + em Geom 0] + 2f Geom 0) 2 + [1 + e Ces 
2 


9»; 
"n im 1t } ian 


其 中 dun m,0) ja Gym 0), P G ms m,9) 与 yleyvi,V2,0) W 
是 连续 函数 , 取 。 充 份 小 将 带 根 号 的 项 展开 得 


»-2 2A 
T. E 92 4p 


perd 
- Eu. p De H eA Gum ms 0 prn 
ded 


PES 
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(1 + GERTE + et onm Mns 
其 中 Øs (6,0 9,0) 是 一 连续 函数 , 故 


—2 3v 2 = $1 a—2 
NT qi + (pp = A PR 


"> 
3v, 
1+ G) dn + ef, , Ds Ce m ,v2,89)dr; 
1 «ejna 
"> 
= 1 (1 一 7 
= gi | od 十 - 
0 /1 一 » 5 


Ld j; Ds em 1 — 1i ,0)dr, 
其 中 Ds Ce,v 0,0) 是 ,vs 和 9 的 连续 函数 , 故 最 后 得 


Í K(0,2) = 1 — (a — 1)2 tio area 
r0. ° 


e ano sw [a fa -ai= 
° 0 0 
d», + ela — 10277 fo f sin^-*8,d0, --- --- 


M Í sin0,,-sd0s.—s jÉ dós, f s (em 1 — 9 0) dn. 
令 * 一 0 即 得 


v.p. | Kx, =1 (n — 27e l 


T i 1 
G=! 2 2 


2°. 现在 证 明 一 般 的 情形 . 如 “为 8 上 的 任意 一 点 ,8 在 5 点 的 
超 切 面 方程 为 


PGD G, — ú) = 0, 
此 即 
EDT +G — 6-0, 
其 中 
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, _ QE. j, , F 
¿k= G) Gres 


&, = us + tetas (G = lot 4) 
作 丁 线性 变换 
& — ó = PS 
其 中 wm 的 选择 使 得 m à 
OL aC )20, =], 
E SON Ng, p e 


若 这 变换 把 8 变 为 2 , 则 9' dk n = 0 AEDA a(n + 7 = 
0, 


da = w + iras G-—lven sn) N 9° 在 7 一 0 点 的 超 切 
面 为 

*% = 0. 
由 引 理 5. 1. 2 知 


I5 Ke) EG f: a Km : 
故 


umj K(,0- tim| _ K(O,) = T 
PAOD 20) E; (0.9 


公式 完全 证 明 . 口 
注意 ,由 公式 (5. 1. 14) 再 应 用 上 述 证 明 的 第 2° 步 就 知道 
n K(Z,5) = 1, 4 Z € D*. 


n K(Z,£) = 0, 当 ZE D”, 
那 是 显然 的 ,因为 K(Z,6) 在 D+ 中 没有 奇 点 
i) 公式 (5.1. 8) 的 证 明 
dc 一 0,9 通过 原点 ,假定 在 原点 附近 的 方程 为 
.235 。 


Q: F(uj sun) = 0, 


H BR o ROCHE BOO G — 1n) 不 多 为 零 ,我 们 假设 在 原 
点 处 
Erno 0, Eno m QE, = 0, 
换言之 ,9 在 原点 的 超 切面 为 超 平面 
P sw, = 0. 
BEGE. s 0, 我 们 可 以 把 8 在 原点 附近 的 方程 写 为 
Qiu, — plu ux) = 0. 
注意 ,p 仍然 有 二 阶 连续 偏 微 商 , 并 且 
PORE ,0) = 0b. M GP 0, 
我 们 又 假定 域 了 在 原点 附近 的 点 在 
uj — Qn tm sus) «0 

的 一 边 ,这 时 


um |£ — ó| |K(6é,£)| & limA 
e-0J o0. pen) 


2 Qi + uj + + + ug) TOD 。 


De a 


qi + day + eee E C ydus — dun. 


2a 


其 中 4 为 常数 , 取 * 充 份 小 使 当 巡 十 ee + u, < # Bf 


A 1 十 0 39 
1 G) + +G <2 


i 


lim| |ë — ¿l |K(&,#) | & lim24 
OJ a68) 0 


| (jf + ak os eai) EO duse nndis, 
patoet < 
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利用 球 坐 标 再 作 变量 替换 ,经 过 计算 ,可 知 
um |£ — ¿|° |K(¿,£)| <S lim4Ar”-?M 
9) o, 6.0 “°$ 


li 1-4» = lim4As tM le = 0, 
ov 0 a 


其 中 M 为 常数 . 

对 于 56 为 2 上 任意 一 点 的 一 般 情 况 ,只 要 施行 一 酉 线性 变换 
化 为 = 0 的 情况 ,根据 引 理 5. 1.2 即 可 得 证 ,不 再 详 述 (参考 公式 
(5.1.7) 的 证 明 的 第 2 步 ). 口 

iii) 公式 (5. 1. 9) 的 证 明 

象 上 面 一 样 ,只 考虑 5 — 0 的 情形 ,以 5 一 0 为 心 ,5(6 e) H 
半径 作 超 球 B00), 则 
(65.1.17) das K(0,4) = lim K(0,5 


s, 18,0 


由 于 K(0,¿) É £ = 0 外 同调 于 零 , 故 


(5.1.18) | 0 = | KQ,5 
经 计算 可 知 ， 
(65.119) [, «D = + 一 io — DC 
[ simt, eMe li sinbs ad02 -3 六 
0 0 0 


1 
j @;(ó,w / 1 — »,0)dn; 


6.1.20 | 


2 
dH 


a A 2a 
J sin^-*0,d6,------ Í. Sino, 3d05, 3 Í d02, 2 
0 


H -— 
LEQ,5 = eln — 1)2""lo 


E) 
e 


$ 
[ee ET Rm 
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其 中 Dó, VI — »,0),0:Gn VI — 0,0) 是 ,9 的 连续 函 
数 ,将 (5. 1. 19),(5.1.20) 代入 (5. 1. 18), 即 得 


65.1.21) NEED = £a — D2-re f sin'*-*0,40, 
LO 2x 
eee eoe ii Sin0,,_,d0;,_s f d0,._; 
freiem T moms 
由 此 知 
(5. 1. 22) imf 09 =. 0 
iv) 估计 式 (5. 1. 10) 的 证 明 
由 于 我 们 已 经 证 明 ( 公 式 (5.1.7)) 
| L4 
um | KD 02 Mid 
故 取 适 当 小 的 *, 即 知 估计 式 (5. 1.10) 成 立 . 口 
v) 估计 式 (5. 1. 11) 的 证 明 


估计 式 (5. 1. 11) 是 显然 的 ,因为 被 积 表达 式 只 在 0.(6,6) 上 是 
Jm. 


$13 AD—HMHSREASER 
定理 5.1.1 如 (5) 定义 在 边界 吕 上 并 适合 及 条 件 , 且 6 € 
9, 则 奇异 积分 
(5. 1. 3) [CLA 
的 主 值 存在 . 
证 明 
6228 [| eOKG.D = f, — oct 


KG, zoll KOD 


EX 


由 公式 (5. 1.7) 8134 e 0 时 上 式 的 第 二 个 积分 的 极限 是 存在 的 ， 
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现在 要 证 明 第 一 个 积分 当 e 0 时 也 存在 . 
由 引 理 5. 1. 3 


(eX 一 9(6)) 天 (6 S AlE — nl”! È 


dem iz Se a lds, 


1 i 
& ATE =£ — 610*CZ |2,|Dta8, 


"E A 
EE 四 = ElidS: 
此 处 


11 
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热 知 2 一 1 维 的 积分 f, Type ma < 24 一 1 是 收 人 的 ,由 


Tov 0, 所 以 (5. 1.23) 右边 第 一 个 积分 当 。 -> 0 时 收敛 为 普通 的 
瑕 积分 , 故 奇异 积分 (5. 1. 3) 的 主 值 存在 . 


A= MG — 1)2""1|o | (n — DIM 


5.1.4. B 一 M 型 积分 的 极限 值 

引 理 5.1.4 (基本 引 理 ) 如 果 密 度 9C) 在 9 上 满足 Holder 
条 件 , 那 末 函 数 
(5. 1. 24) x(Z) = D: [o5 一 eG) ]K (2,6) 


是 8 上 点 2Z = 的 连续 函数 , 即 当 点 2 由 D+ R D- 沿 任何 一 路 线 
趋 于 点 6 时 有 确定 的 极限 值 : 
(5. 1. 25) lmx(2) = | LOE — eCO)KG,D = KO). 

pes 2, 


证 明 ”为 了 证 明 (5.1. 24) 式 ,我 们 只 要 证 明 , 如 果 2Z 在 D+ 内 
MIHE e> 0, 我 们 总 可 以 执 到 — ô> 0,484834 |Z — ¿| < 
5 时 , 恒 有 

|x(Z) 一 xol <e 
便 可 以 了 . 而 且 我 们 只 要 证 明 (5. 1.25) R4 Z 沿 法 线 趋 于 6 时 成 
立 , 由 于 2 是 紧 致 流 形 ,所 以 利用 有 限 复 盖 定 理 即 可 证 明 这 个 极限 
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是 一 致 成 立 , 那 末 再 根据 熟知 的 Painleve 定理 就 可 知道 这 极限 与 Z 
趋 于 5 时 所 取 的 路 径 无 关 . 

1°. RÆ $ = 0,9 在 0 点 超 切 面 为 

“u = 0, 
EE 0 点 的 法 线 以 wu < 0 为 正 向 . 取 2Z 点 在 法 线 上 其 坐标 为 
(5.1.26) Z = p(p> 0),Z; 一 0 sZ. = 0, 
作为 5= 0€ 9 为 中 心 半 径 为 p 的 超 球 
BO) d + = + 8, < 2, 

考虑 差 

X(2) — x0) = L Lo) — e(JEKG. D 一 K(O,0] 


ll 


| O -OTK Z, — k(0,D1 
PCOS) 


+ 


[... [pe) — e(0]K C. 6 


-| o Ur — 9003800) = h + h + I. 
我 们 先 来 估计 I 
Inl = If, (oe — 93.51 


zu Dof, [pC — pC)IS (~ 1 


es 
Dos RO 


T Asas A d Zcal 


= |G— M QUO 一 9(0)] 


G Ec Asi. 
oh 2, = u, + iss 为 2, 的 面积 元 素 的 方向 余弦 . 由 于 Q, 
是 光滑 的 ,注意 
È lal? = Z4 zd 
RAH H 21 
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IPCE) — eC» |  M|£I 0 < >< 1, M:Hölder 常数 
与 Schwarz 不 等 式 
EG. Zi EVE LIDE aD = |£ 2I 


及 
dS; | + Gy 十 … 十 Ge T""--— 
(注意 其 中 四 是 边界 曲面 方程 2 : w = pG, ss ta) 中 的 p) 
p RIMEL a + g H eee + à, < p B$ 
i+ de m + Gb <2 
得 


Ib o DEM |... la 
(gp! + uj dE + uk)” 
[一 p F b + eee + ug JE PA 

(注意 积分 号 中 的 " 是 边界 曲面 方程 中 的 9). 
作 变 换 u, = rcosh, u 一 rsinÓ,cosu, , *** *** sün = 


TSinÓ ****** SinÓ», —. 5SinO», -2 » 


I| < @ - D2lclMM Í: ixi x jh 


2s 
21— 25i? 30, ee 
f NS, AE 
(1,0) + 7* 
^ ino, s rl DES, 
其 中 


dalzdal3 s *** duo. 


d6,-- d6s, _2dr , 


$7,0) = greosb, s 
7sing ****** TSinÓs,—2) > 
(其 中 9 是 边界 曲面 方程 中 的 9) 
HPH OO < z BÍ sin < 1(k = 1.2, 20 — 3) & 
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E 1 
EG — p)? + EG p + J 


1 
故 
ll S @ — Dle|M. f Au f | 
| (CE 
Pes) DO — p)? + r] 
作 变换 


d01°**d0»,_2dr7. 


v= s. 
由 于 当 7 = 0 时 yr,0) = o% = 0, lk v(r,0) 可 写成 
#(r,0) = ra(r,0), 
此 处 Blr,0) = 0 是 7,9 的 连续 函数 . 故 


93) y 
2» tt 9 Itro 


Ge p= CA YS ^ = 
所 以 上 面 的 变换 在 原点 附近 是 有 意义 的 ,并 有 逆 变 换 
r =v EY GV) E PCO) = 0, EE) = 0, C8 p JEUNE 


iim ne | Su, m 为 一 常数 
又 由 于 V(r,0) 为 一 连续 函数 , 故 有 


LG o. _ _ G@(r,0) + n? v 
JG-—p Er (+m 2+ p) o —2ppt 
< ——À < My" 1, M: 为 一 常数 ， 
v(i 一 pj)? 
因此 


lll < (a — 1)2 le | MM M22? f vldv 
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1 

v 
= N”, Ni 为 一 常数 ， 

于 是 只 要 取 p < Gy) UR Ini < * 


同样 可 得 


(n — D27]e| MM: M 22" 7g 


1s] < Nap! ,Naz 为 一 常数 ， 

因此 只 要 取 p < GND RI Il - 

Wy L SE E(.0 E ¿> 0,84 T E Z 3E 
续 函 数 ,因此 存在 一 ô > 0, 使 得 当 |Z | < 5 时 

In! <+ 
因此 如 选取 5 = min (Gp Gp) ,那么 当 |Z| 二 5 时 就 有 
|z(Z) — x(0)| < e 
2° ”现在 证 明 一 般 的 情况 , 酉 变换 


5-6 = Exi = len 
把 点 上 一 “ 变 为 = 048 9 3838 OT O 4E 0 5063838285 
m= 0, 
OB Y F iisa = ¿(a = 1,……%. 命 2 经 这 线性 变换 后 对 应 点 
PEST 
od = eG) = pG Puis aet 
由 引 理 5. 1. 2 知 
KG,5 = K(Z,2), 
故 


x(Z) = n CoE) — eG) JK (2,5) 
/ i ` 
= [,.tecb — ecok a b — 2, 
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1D =O = | tec — eco. — xc. 
$ 
= [;.tecb -OJK D — K0, H] 
E 


= X(2)-(), 
由 1° 知 对 任意 给 定 的 。> 0, 存 在 5 > 0, 使 得 当 |2| < ó 时 
IG) — X(0)| < °, 
故 有 对 任意 给 定 的 。 > 0, FE ó> 0, 使 得 |Z — ¿| < ó BP 
I) — Z€) | < x. 
定理 5.1.2 如 2 为 可 定向 光滑 的 属于 CO 类 的 流 形 ,p(e) 
为 在 虽 上 定义 的 连续 复 值 函 数 , 且 (D € H(a,9) 那 末 对 于 B 一 
M 型 积分 


(5.1.27) 0(2) = Í, pK(Z,6) ,2 € D, 
* 
我 们 有 
(5.1.28) or (2 = V.P. Í POKED + 去 (6), 
d 


(5.1.29) @- ( = V. P. Í. POKE) — do), 
(5. 1. 30) 0* (6) — 9- (0 = o(O, 
XB ot (6) 55 @- 0) 分 别 表示 0(2) 35 Z J| D* 和 从 D- 趋 于 点 < 
€ 8 时 的 极限 . 
Fd ehi 48[ 1957 ], R. Harvey & B. Lawson[1975]). 

证 明 ”考虑 基本 引 理 5.1. 4 中 的 函数 

(5.1.24) x(Z) =Í [eX — eG]K(,5 

2, 

34 Z J D* Fl D- 趋 于 5 时 的 极限 ,利用 公式 (5.1.7) 我 们 有 

z Q) = lim | [eX — POJK, D = 9* (6) 一 (6)， 

ze 49 


X- (é) = lim Í LoC) 一 9(GD]K(2,£) = @- (O), 
Cee 79, 
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xG) = | [eX — OKZ, = ex — 3e 
$ 


因 按 基本 引 理 5. 1.4, 583 z(Z) 是 连续 的 ,那么 上 述 三 个 等 式 相 
等 , 即 


%* (6) 一 9 = &- (6) = 90) — p66), 


由 此 得 到 公式 (5. 1. 28),(5. 1. 29) 和 (5. 1. 30). 

公式 (5.1. 28),(5.1. 29) 和 (5. 1. 30) 也 和 单 复 变数 一 样 称 为 
Copouknñ-Plemelj 公式 ,有 时 称 为 Plemelj 公式 ,特别 是 公式 (5. 1. 
30) 有 时 称 为 BM 变换 的 跳跃 公式 . fE n = 1 的 情形 是 分 别 由 10. B. 
Coxouxun[ 1873] 和 1873 年 和 J. Plemelj[1908] 在 1908 年 在 类 似 的 
条 件 下 得 到 的 ， 晚 些 时 候 ， 在 更 一 般 的 条 件 下 ,IIL 
IIpreaAoas[1950] 得 到 了 这 些 公式 ,以 上 我 们 介绍 的 基本 上 和 开 H. 
IIpweaAoa 的 条 件 是 一 样 的 . 

定理 5.1.3 WMR B — M 型 积分 (5.1.27) 的 密度 p(s) € 
H(a,Q) 那么 有 OC) € Hla, Q) 和 B+(5) € H(a,9). 证明. 见 B. 
A. KakuyeB[ 1959 ]. 

”定理 5.1.2 和 定 得 5.1.3 在 多 复 变 函数 的 全 纯 开拓 和 引 - 方程 
的 解 的 积分 表示 等 方面 有 许多 应 用 , 例如 参见 R. Harvey & B. 
lawson[ 1975], E. M. npra[ 1975],R. Harvey &. J. Polking[1979], 
L. A. Aizenberg &. A. P. Yuzhakov[ 1983 ], R. M. Range[ 1986] 


§ 5.2 ”全 纯 开拓 的 Hartogs-Bochner 定理 


本 节 我 们 讨论 给 定 在 边界 3D 上 的 函数 和 (7,9) 型 外 微分 式 全 
纯 开拓 到 区 域 D 内 的 问题 . 
5.2.1 函数 的 情形 (1.A.Aizenberg & A.P. Yuzhakov 
[1983]) 
引 理 5. 2. 1 (keldysh 和 Lavrentev) 
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”由 形 如 
gort € K, Z€ C/K 


的 分 式 所 生成 的 线性 流 形 ,在 空间 CCK) 是 稠密 的 ,其 中 天 是 C 中 
的 一 紧 致 集 , 它 的 Lebesgue 总 测度 为 零 , 又 二 1. 

证 明 ”由 Stone-Weierstrass 定理 ,可 以 假设 fE CO (OE fF 
拓展 为 某 一 闭 球 下 上 的 光滑 函数 ,而 38 定 K, 并 且 在 6 上 了 可 用 光滑 
函数 的 Bochner-Martinelli 公式 (4. 6. 7) (注意 只 要 假设 了 E coo (D) 
公式 (4. 6.7) 就 成 立 ) 表示 : 
(5. 2. p[ rcc —,6— Z) — [ ara ao — £,6 — Z) 

f Z), Z € D, 
g n ,ZED. 

如 果 我 们 将 (5. 2. 1) 中 第 二 个 积分 的 积分 域 J] BN 代替 ,其 中 
是 K 的 一 个 邻 域 , 它 的 体积 充 份 小 ,并 且 积 分 本 身 用 适当 的 积分 
来 代替 , 然后 利用 这 样 的 事实 :形式 o(6 — Z,¿ — Z) 的 系数 是 
Laplace 方程 的 基本 解 
(5.2.2) g(,2) 二 (1 一 m6 一 2Z1*-* 的 导数 ,并 且 将 9 的 导数 
用 差 商 来 代替 ,我 们 就 得 到 所 要 求 的 分 式 的 线性 组 合 它 在 K 上 一 
HOGNE f. 

定理 5. 2. 1 (Aronov ffl Kytmanov) WÈ D Æ C* 中 的 一 有 界 域 ， 
它 的 边界 是 逐 块 光滑 的 , 又 对 某 一 f € C(D),Bochner 一 
Martinelli 积分 表示 (4. 1. 1) 成 立 , 那 末了 fE ACD). 

证 明 ”考虑 也 一 M 型 积分 

(5.2.3) F* (Z) 一 Jo — Z,6—Z),Z2€D*, 
SEXE D 内 F*- f. FF H BkEK Zt K CA CG. 1. 300) 
(5.2.4) F+ (Z) — F- (Z) = f(Z), Z € 3D 
可 知 F- |» = 0. EE F- 在 六 内 是 调和 的 并 且 在 无 穷 过 有 2n 一 
1 阶 零点 . 由 调和 函数 的 唯一 性 定理 . 
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(5.2.5) F- (2) = 0, Z € D- 
由 于 了 可 用 公式 (4.1. 1) 表示 ,所 以 它 在 D 内 调和 . 现 将 它 用 对 调 
和 函数 的 Green 公式 表示 : 


(5.2.6) f otse Do] = I 
其 中 

一 D1， a3 z 

„O =a- D ez zcp atwo AE 


这 个 “ 复 ”Green 公式 可 以 类 似 于 “ 实 ”Green 公式 那样 证 明 . 由 (4. 1. 
1) 和 《5. 2. 6) 可 知 


(5.2.7) [zen 


比较 (5. 2. 5) 和 (5. 2. 6) 可 知 (5.2.7) 对 点 ZE D^ 也 成 立 . 将 引 理 
5.2. 1 应 用 到 紧 集 30 ,表明 v, CD la = 0. 

函数 f 在 D 是 调和 的 ;所 以 dw(6) = C A. ft ad 6 = 0, 即 形式 六 
在 D 是 闭 的 ,因此 d(fCE) X v C) 并 可 以 连续 拓展 到 了 . Stokes 公 式 
给 出 


fU». ZED, 
0,Z€D, 


ME f, ex BAL m [3 SG» 


= | FOO = o. 
š 


从 此 式 和 导数 af/3 6 Gk = 1. ,n) 的 连续 性 可 知 这 些 导数 在 D 等 
于 零 , 也 就 是 了 在 了 是 全 纯 的 . ` 
下 述 定理 是 定理 5. 2. 1 的 一 个 简单 推论 . 
定理 5. 2. 2 (Aronov 和 Kytmanov). fpD 为 Cn 中 的 一 有 界 域 其 
边界 3D € c? 是 C? 类 的 光滑 可 定向 流 形 ,并 命 了 E C CDD. 24 
且 仅 当 , 对 ZE oND 
(5.2.8) MISES —2,6—2) = 0, 
存在 FE co (Q) 在 0 全 纯 并 使 得 Fl 一 个 如 果 C\O 是 连结 的 ,只 
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要 (5.2.8) 对 ZE (W: [W] >R, i= 1,2) RE APRE- £ 
分 大 的 正 数 . 
如 果 条 件 (5. 2. 8) 满足 , 那 末 拓 展 函 数 可 以 明确 地 表 为 
(5.2.9) F(Z) = [| zoo — Z, — Z) ,Z € D+. 
WEB] ”第 一 部 分 . 条件 (5. 2. 8) 的 充分 性 :假设 条 件 (5. 2. 
8) 满足 ;对 给 定 的 函数 f € C (OD 定义 
pz (2) = [ O- 2 -DLE p*. 
那 末 我 们 有 
F- (Z)=0, Z€ D; 
F+ (Z) = [ioc —Z,¿ — Z),Z € D+. 
用 定理 5.1.3 同 样 的 方法 可 以 证 明 F+ (Z) € C (D) 3E B. F* |o = 
f; 由 定理 5.2.1,F*+ (Z) € ACD). ËL F+ (Z) = F(Z),Z € D1; 这 就 
是 所 要 求 的 拓展 函数 ， 
条 件 (5. 2. 8) 的 必要 性 :假设 存在 一 函数 PE COD) fE D £ 
纯 并 且 使 得 F|, = f. 那 末 由 Bochner — Martinelli 公式 
Í Oal — Z, — Z) = S ded 
„TOLG — Z, x 2. 
由 此 立 知 条 件 (5. 2. 8) 成 立 . 
第 二 部 分 . 由 Bochner — Martinelli 型 积分 
F: (2) = | Oo- ZE- 2.2 € pš 
定义 的 函数 F (Z) 在 D= C'ND* 是 调和 的 . 因此 如 果 CN D 是 连 
结 的 ,并 且 (5.2.8) 对 ZE (W : |W,| > Rui = 1,7) 成立, 其 中 
是 一 充 份 大 的 正 数 , 那 末 由 调和 函数 的 唯一 性 定理 立 知 
F- (2)=0,ZEC\D 


即 条 件 (5. 2. 8) 成 立 . 
定理 5. 2. 3(Bochner). Rit D Æ C 中 的 一 有 界 域 ,9D 是 0” 类 
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的 光滑 可 定向 流 形 ,C"\D 是 连结 的 ,> 1, X f € c (D). 4 BU 
324 Severi 条 件 ( 切 线 Canchy — Riemann 方程 ) 
(5. 2. 10) df A dé], = 0 
成 立时 ,存在 一 函数 PE AD) N C (D) 4858 F|, = f. 
WEB] 条 件 的 必要 性 ,从 Canchy — Riemann Afr 9F/26, = 0, 
k = 1,…a, 立 可 得 知 . 证 明 条 件 充 份 性 ,我 们 可 以 利用 前 一 定理 . 
注意 o( 一 Z,6 — Z) 是 一 闭 形式 (参考 引 理 5. 1. 1), 即 
dolg — Z, — Z) = 0 
所 以 存在 一 (n,n 一 2) 形式 9(¿,Z) 使 
(5.2. 11) 
olé — Z,6 — Z) = do, Z) 
不 难 具 体 写 出 形式 8(6,2) 就 是 
一 1 一 k a T 
PLE S zie š e AE 
fh R04 DC B(o,R),B JV o Jo R 为 半径 的 超 球 ， 
4 Z€(W:|w|mnfJoeopm, 
形式 8 没有 奇 性 . 由 Stokes 公式 ,(5. 2.10) 和 (5. 2. 11) 可 知 


| zoo = [ono - [atro = o. 


再 应 用 定理 5. 2. 2 即 得 所 证 . 口 

ita € CRD), IK Crer COD) 中 由 将 和 限制 在 3D 上 所 得 的 
形式 记 为 aa. 不 难 证 明 a 不 依赖 于 a 在 D 内 拓展 函数 a. 引用 这 个 
记号 ,Severi 条 件 ( 切 线 Canchy 一 Riemann 方程 ) (5. 2. 10) 可 写成 
(5. 2. 10)， 3j = 0. 

EN 5.2. 1 (CR 一 函数 ) fh U H aD 的 一 个 开 集 . 函数 了 E 
CO (U) 称 为 VU 上 的 CR 一 函数 (Cauchy — Riemann 函数 ) ,如 果 对 所 
düceu rim 
(5.2.12) af = 0. 

根据 CR 一 函数 的 定义 ,定理 5. 2. 3 可 表达 为 


Q(5,2) = 
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定理 5.2.3' (UR D Jë C' BJ —# JE aD E C^ 类 的 光滑 可 
定向 流 形 ,CN\ 万 是 连结 的 ,> 1. 那 末 3D 上 每 一 个 ct 类 的 CR 一 
函数 都 可 连续 开拓 到 D 上 的 一 个 全 纯 函 数 , 其 逆 亦 真 . 

定理 5. 2. 4 (Hartogs, Osgood 和 Braun) ”假设 D 是 一 有 界 域 ， 
CND EAS a> 1. 每 在 一 3D 全 纯 的 函数 了 (Z)( 即 在 某 一 邻 
域 U(3D) 全 纯 ) 都 可 全 纯 开拓 到 整个 D. 

证 明 ”选择 一 区 域 p 使 得 3D' 是 C? 类 的 光滑 可 定向 流 形 ， 
D' C D,9D C U(ƏD) 3E B C'ND 也 是 连结 的 ,函数 f(Z) 在 3D 上 是 
全 纯 的 ;所 以 在 OD 上 切线 Cauchy 一 Riemann 方程 成 立 . 由 定理 5. 
2. 3, 存 在 一 函数 PE AD) mn co (D) 4848 F|. 一 也 剩 下 要 证 明 
EUD) 站 上 ,F = 了 .这 件 事 是 对 的 ,首先 因为 它们 在 9D 上 一 
致 ,其 次 因为 一 个 不 恒 等 于 零 的 全 纯 函 数 的 零点 不 能 充满 一 (2n 
— 1) 维 的 连续 实 曲面 (例如 参见 B. A. pykc[1962] 定理 4.7). 口 

证 明 这 个 定理 时 可 以 假设 3D Jë: C'? 类 的 光滑 可 定向 流 形 , 目 
的 是 为 了 利用 上 面 所 证 明 的 定理 5. 2. 3. 


5.2.2 C'tb3, 闭 形式 的 开拓 ( 钟 同 德 [1988]) 
fir ufo AE UE CT X C" 的 开 集 上 的 向 量 函 数 ,(2,6) 为 C" X 
C" 中 的 变量 , 命 


oz, (u) = À din; 
(5.2.18) wu) = EC- Div, A Decor 
ji un 


(u,v) = Eup; 
j=l 
那 末 C" X C' 中 的 Bochner 一 Martinelli 核 可 以 表 为 
(5. 2. 14) 


G — Dt oS — 0 A oz. C — 2 
riy [Z — el* 


Kay (2,6) = 
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_ C p=: 
EC 


(Z — 6d; — £0 A (GQ. — D dz — 0) 
Iz — ¿]” ` 
#J x 4, WEXLEKRD EJER OD 型 微分 形式 就 可 用 
Koppelman 公式 来 表示 (参考 定理 4. 10. 1 和 定理 4.15. 0D. 
记 


(5. 2. 15) Kau(Z6) = E KI, 
ox qn 
Osee 

并 命 

(5.2.16) K21(2,6) = K1(Z,¿) = 0, 


其 中 K1(Z,¿) 是 K, (Z,¿) BJ yt 3T: Z R O0 型 的 ,关于 6 是 
a — pn — q — D 型 的 . 


引 理 5.2.2 
(5.2.17) Ku = 0 
并 且 
(5.2.18) aK? 一 一 0,K1- p q = 0,1,=n, 
因此 
(5.2.19) IK? = %Kt-, = 0. 

证 明 ”由 于 _ 
(8.2.20) Ka (O 一 A ea TZ A ona 
— $) 
fü 

> Q SG, ¿)= 1, 
那 末 


Di 
i 7*4 |Z — el? 
再 和 (5. 2.20) 一 起 ,就 立即 得 到 (5. 2. 17). 
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f DÀ C 中 的 一 有 界 域 , 它 的 边界 9D 是 连结 的 .假设 > 1， 
了 为 D 上 的 (p,q9) 型 微分 形式 ,我 们 有 
引 理 5. 2. 3 ”如 果 了 是 3 一 闭 的 , 那 末 
(5. 2. 21) : fat A 9 =o, 
其 中 9 是 9D 的 某 一 邻 域 中 的 任 一 (n 一 p,n — q — 2) 型 微分 形式 . 
证 明 ”由 于 
(5. 2. 22) Pla = d+ N* A (9),, 
Hh 0, 是 限制 在 3D 上 的 复 法 部 份 ,六 是 3D 的 法 向 量 ,NW* 是 
立 对 偶 . 对 任何 在 2D 的 邻 域 可 微 的 (4,n 一 2) 形式 9? ,我们 有 
(5. 2. 22) [,2*: = 0: 


由 假设 了 是 5 一 闭 的 ,由 (5. 2.22) 得 
[rh [| £ A Go + X: A coo 一 | 和 


+| f AN: A 0. 
3D 


=| Aa0= [àc AD, 


由 stokes 公式 我 们 有 (5. 2. 21). D] 

定理 5.2.5 dp DON C 中 的 一 有 界 域 ,aD 是 连结 的 ,过 1,f 
是 aD 的 某 一 邻 域 中 的 C7 (a) 型 微分 形式 . F(Z) 是 由 
(5. 2. 23) F(Z) = NOS 
定义 的 , 那 末 

a) M1<q<n—2,0f= 0,F sg 3 — COD Elf] C7,3 — Hl 
形式 . 
(2) 当 g = 一 1, 定义 一 C"\9D 上 的 C0”,9 一 闭 形式 . 

(3) 当 g = 0,5f = 0,F 在 D+ 上 是 5 一 闭 的 ,并 且 在 C\D 上 
恒 等 于 0, 如果 CN D 是 连结 的 . 

证 明 
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(1) 41<q=<n— 2, B Z € C'ND H 
(5.2.18) 和 引 理 5. 2. 3 可 知 
VF(Z) = 3, j. fK1(Z,¿) = METTUS 


= INLINE =:0, 

(2) 34q= n — 1,H(5.2.19) 显然 有 

3,F(Z) = [raka O = 0,Y Z € c'ND. 

(3) 34 q = 0. Hi (5. 2. 18) 和 引 理 5. 2. 3, 也 得 到 

元 P(Z) = [és = 0,V Z € CD. RT XE Z € C'N 
D,3.KY(Z,6) = 0, 那 末 存 在 一 (n 一 psn 一 9 一 2) 形 式 8(Z,6) 使 得 
(5.2. 24) K1⁄(Z,¿) = 2.9(Z,¿). 

fi R> 0, 使 得 DC BCO,R) ,在 此 B(0,R) 是 中 心 在 原点 o, 半 
径 是 有 的 超 球 . 对 2E (W: |W| > R) #l¿ € 9D, 微 分 形式 日 没有 
奇 性 ,由 Stokes 定理 ,(5. 2. 24) 和 假设 3 = 0, 可 知 

F(Z) = [ioo o - fj roae 


= J àtroo =0,y Z € CN 万 口 

引 理 5.2.4 命 D 为 C' 中 的 一 有 界 域 ,9D 是 — C? 类 的 光滑 

"f zE f] DLE 9D H CND 43 29 WEB) D* — D A D= C'ND. f( 是 

3D 上 的 一 (po) 型 微分 形式 ,并 且 在 9D. 上 满 是 Holder 条 件 或 者 了 
€ c (D). 


F+ (Z), Z € D+ 

(5.2.25)  [romco- jd Pico qM 
定义 一 微分 形式 的 Cauchy 型 积分 . 那 末 我 们 有 Plemelj 跳跃 公式 
(5. 2. 26) Ft— F-= (— IVf. 
而 且 极 限 形 式 Ft.F- fE ƏD E th W BL Holder 条 件 或 者 属于 
C? (9D). 

WEB] ”类 似 于 函数 情形 的 Cauchy 型 积分 (参考 定理 5. 1.2). 
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定理 5.2.6 命 D 为 C" 中 的 一 有 界 域 ,3D € ^ 并 且 是 光滑 可 
定向 的 ,CAN\ 万 是 连结 的 ,> 1, 并 有 一 (?,o) 型 微分 形式 y € 
CO (2D) ,如 果 3f = 0, 那 末 存 在 一 (7,0) 型 微分 形式 F € AD) N 
CO (D) 使 得 Fl = (一 Df. 

证 明 由 定理 5.2.5 可 知 F+ (2Z) 在 D 是 全 纯 的 ,F- (Z) 在 CAN 
万 是 恒 等 于 0 的 . 由 Plemelj 公式 (5. 2. 26) 立 知 F*— (— DI. 

1906 年 F. Hartogs[1906] 提出 了 一 个 著名 的 Hartogs 定理 , 即 
在 aD 的 某 一 邻 域 全 纯 的 函数 都 可 全 纯 开拓 到 D 的 一 个 邻 域 去 . S. 
Bochner[1943] 知 E. Martinelli[1942] 独立 地 严格 的 证 明了 这 个 定 
FE. S. Bochner 进一步 指出 一 个 在 aD 上 定义 的 光滑 函数 ,如 果 满足 
If = 0, 那 末了 可 以 开拓 成 为 一 个 在 D 上 全 纯 在 D 光滑 的 函数 ,60 
年 代 以 后 名 一 方程 和 引 一 方程 都 是 多 复 变 数 中 研究 的 热门 课题 . 
近 二 十 年 来 许多 人 对 Hartogs 定理 进行 了 研究 ,一 方面 以 各 种 不 同 
的 方法 加 以 证 明 , 一 方面 在 各 种 不 同 的 意义 下 加 以 拓 广 . 关于 这 方 
面 的 情况 在 R. Harvey &. B. Lawson[1975] 和 有 R. M. Range[1986] 中 
列 出 了 许多 文献 可 供 参 考 . 


$5.3 Stein 流 形 上 的 Plemelj 公式 和 全 纯 开 拓 


5.3.1 Plemelj 公式 

定理 5. 3. 1(Plemelj 公式 ). i D Je Stein 流 形 M 上 的 一 相对 紧 
区 域 ,D 的 边界 aD 是 COO 类 的 光滑 可 定向 流 形 . 对 p 上 的 
Bochner 一 Martinelli 公 式 (4.13.33), 我 们 可 定义 
一 Bochner 一 -Martinelli 型 积分 
F+ (2),z € D: 一 D+ 


2: Q(g',8,8) = N 
(5.9. [ro (e " (GD,.2€ MND: = D- 


其 中 » 
noo Dlyco ow (S26) 
Q5.) = ray 9 Gv CTSG Te 


)e 68,6) £C) 
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是 定义 在 3D 上 的 连续 复 值 函数 ,又 f(c) € H(a,3D),0<a<1, 对 
Bochner— Martinelli 型 积分 (5. 3. 1) ,Plemelj 公式 
(5.3.2) F* O) = V.P. [roger 5.5 + +f) 

an € 3D, 
(5.3.8) F- @) = V. P. [ror s.s 一 下， 

n € 3D, 
成 立 ,其 中 f+ GOD F M Xem F^ G) #l F CO 24 Z Y RA, D+ 
AID- F n € 3 时 的 极限 ,又 六 P. [rog S. 由 (5. 3. 30) 
定义 ( 见 下 面 ). 

从 (5. 3. 2) 和 (5. 3. 3) 立 得 Plemelj 跳跃 公式 
(5. 3. 4) F+ (n) — F- m) = f(n),n € 3D. 

TH F (2) € 了 (caD) ,又 如 果 3DE CVA Kk co),f € 
C? (0s y & b) IRR F* G) € CW(D+),F- (2) € CPO). 
Ciis] d [1987€ ] GE 7E [1985 D. 

证 明 ”假设 {0,) 是 好 的 一 局 部 有 限 复 盖 , 不 妨 假设 它们 就 是 
由 坐标 邻 域 组 成 ,对 一 固定 的 7E 3D, 取 6 之 0 使 得 W, = 一 SG) : V 
nô — B, = (£t € C" : 16"| 过 5} 是 一 双全 纯 映 射 ,其 中 VwCV; 是 
7 的 一 个 小 邻 域 * 记 五 二 玉 ,(Vw 门 3D), 它 是 中 通过 0 的 超 曲 面 . 
4 ZE Vy N DROE nh EE z EW, Oy N D) 使 得 2 一 
wy). 由 定义 
(5.3.5) F+ (2) = fx SOP, SS) 


» 
^ AA 
+ | . f EPS, SCE), 
“en 
其 中 
AA = '. 
(5.3.6) Q( S.S) = Cove se 
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A 
S (z*,6* ^ 
o CRGO A oCS (z ,6' 0), 
IS G° ,6° )|° 
又 
A Es 
(5.3. 7) S (G' ,67) = SWF Gh) Wz' (G0), 


S (2° 16°) = SWE Wz! Gh», 
9G) = ez Gr) W 9), 
TEO = farne». 
显然 , (5. 3. 50 右 端 的 第 一 项 是 一 正常 积分 . 
现在 我 们 研究 (5. 3. 5) 右 端的 第 二 项 . 由 于 
(5.3.8)S C. e) : B, X Boe T (M XD RISC, : B, X B, 
-T OL X M). d Gi) 为 人 ,入 的 局 部 坐标 表示 , 那 来 {w} 为 及 
x Bs。 上 的 全 纯 函 数 并 可 表 成 
(5.3.9) WEE) m È aG GOGE — zt), 
其 中 yx(z" ,6') 关 于 2z* Me det dT us Gn ,6* ) 是 定义 在 
Pu CS, B, x B, 上 的 全 纯 函 数 并 且 u(z* ,z* ) = 0, 由 除法 定理 立 得 
(5.3.9) 式 .再 者 ,由 于 
u(0,6")= Š (0,2*) = SGuW;(5*)) = 
= War» = ¿° GE SQ. ) = WJ), 
我 们 有 
(5.3.10) "POSEEN 
24 (z* £7) 是 在 (0,0) 的 一 个 足够 小 邻 域内 时 (不 失 一 般 性 我 们 可 
假设 这 个 邻 域 就 是 B. X B,, 我 们 有 
6.3.11) det(y (7D 2 0 
此 外 ,由 除法 定理 ,z 可 以 表 成 : 
(5.3.12) ptt) 一 Xr Sx Ebi 
G^.) € B, X B. 
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AAA 
由 (5. 3.9) 可 知 核 S(p 8,5) C57 ) 可 以 表 成 
A 
(5.3.13) Q(p S.S)" )= 9G ,6° )BG* ,6* 


y Ge eo, 
其 中 外 微分 形式 B 不 包含 dya 的 项 ,而 4 则 包含 dy, 的 项 ,所 以 
(5.3.14) |4(z ,6°)| = O(|¿" —z l7, 
并 且 
„n Ql)! 

(6.3.15) B6 = S 
det( er (£* — zr) AoG — 2"), 

[E panl — ROG 一) 
其 中 FF = (yn(z* 6 ddr 则 是 了 的 转 置 . 

由 于 五 是 一 (2n 一 1) 维 的 流 形 

A 

(5. 3. 16) fan eoe OG se) 
是 一 正常 积分 . 

现在 我 们 研究 8 5 OCO 的 另 一 项 BCz ,6"). 它 和 "中 
的 Bochner 一 Martinelli 核 十 分 相似 ;它们 之 间 的 差 是 
(5.3.17) B(z°,6°)— Qt —2°,6° —2°) 

G — D ! det(D)o! E — z') A ot — 2°) 
Qui — [Xüuyay«( — mOQ — DT 
(— D! o (à* — z) Ae — z”) 
Qui [Eee — zk) — z) 


命 

(5. 3. 18) v= (Cr — zi peki — 2 ). 
则 

(5.8.19  B(z6) — Q —2z°,6° — z*) 

(n— D * Ge 1 yer G A ow) 
(2m)" CITT’ )" (Gv! )* 
Q1 — 1) ! de) (e )* — [e (CU) T 
(2m) Ge! eT Y 
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o! CD À oQ). 
由 多 项 式 的 分 解 方法 我 们 有 
(5.3.20) det(PF)(oo) — (TT! )" 
= [V der) G9 ) — oT Jam; T) 
= (Qr )p(v,v;T), 
其 中 Pwr) 是 vw,w 的 22 一 2 阶 多 项 式 ,因此 我 们 有 估计 
(5. 3. 21) Pæt; T] = 0C]o|?72. 
而 且 
(5. 3. 22) 


Q = (ga) sga = N det (TI) ôa 一 Z yapu 


并 且 由 (5.3.12) 显然 可 知 


(5. 3. 23) lgal = 0(]z* |°). 
假设 当 z" 趋 于 0 时 ,总 有 
6.3.20 Iz IS C.B lz" 


< c|é* =z] 
(C 是 一 常数 ) 
那 末 由 (5. 3. 19),(5. 3. 21) 和 (5. 3. 23) u[ Ago 
(5.3.25) [|BGz',¿') — 9(& 一 2 6 — z" )| 
= O(|¿* — z* |?) 
而 且 
(5.3.26) pee — 1 = | 多 人) — eG uel 
= 0(|6" — z* |). 
现在 我 们 写 


O 我 们 也 能 证 明 当 z" 沿 任意 路 线 趋 于 0 时 ,估计 式 (5. 3. 25) 也 成 立 ( 参 考 8 5. 
1) 
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. 3. Ft (z) = Zi 
(5. 3. 27) (z) |... I ,S,S)(6) 
+| sy LA e 
Ee ¿")@'(z° $° )AG" eG") 
A A Ps p 
MET: )o'G' ,6° LBC2° ,6°) - 9 —z 6 2] 
^ ^ = 一 
eA GOLPE — ded: — gue os + 
^ c" = 
fiee 1 6026 =z t — 2°). 
由 估计 式 (5. 3.14), (5. 3. 25), (5. 3. 26) 可 知 右 端的 前 四 项 
是 正常 积分 ,而 第 五 项 是 C" 中 的 Bochner— Martinelli 积分 ,由 定理 
5.1.2 可 知 
(5. 3. 28) lim | . TEDE Ee — 2°) 
a" 00$ EN 
-imf | f ood: : 1j 
— lim pet £o9G* — 0,6 — 0) + yf (0). 
34 z— nt RIE 
(5. 3. 29) 


Ft (n) = FEQ GQ.SQQUq0uSO m 


f ce anw „Nao 
+f f *)9 (0,£* JACO," 
ieu] G9 OAO) 
^ ^ jute: 
n NE (£09 COE OBO, — 9? 一 06 — 0) 
^ AN 
+ Jais (v0.6) 一 18G — og — 0) 
+ | Feng — o —0-- 130 
im]. f 69d — 0.6 + + (0). 


let l>e 


如 果 定 义 
(5.3.30) v.p. KOUPE SG.0.$9:0) 
ç€əp 


= frems pa Dro Sar Sa» 
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+Í ^ (E* (Oe š 

a f GO OS AQ,87) 
^ ^ 

T [us (G'0g'(O.e0[B(,27) — 9(£* — 0,26 — 0] 
^ ^ "A 

F fat OLP, 一 12G — 0,6° — 0) 


A ka 

+imf .,f (6° )Q(E* — 0, — 0), 
BRAF — 
(5.3. 31) FO = fO), 

我 们 就 得 到 Plemelj 公式 (5. 3. 2). 同 理 ,我 们 可 以 证 明 (5. 3. 
3). 

H C 中 的 结果 ( 见 定理 5.1. 3), 可 知 极限 函数 F (z) 属于 
(a,9D) ,也 就 是 Ft (z) 可 以 连续 拓展 到 aD. 同样 我 们 可 以 证 明 结 
论 的 其 余部 分 . 


5.3.2 Hartogs 一 Bochner ”定理 

# c 中 一 样 我 们 也 可 研究 给 定 在 Stein 流 形 M 的 一 相对 紧 区 
域 D 的 边界 9D. 上 的 函数 全 纯 开 拓 到 0 的 问题 ,并 可 得 到 可 以 开拓 
的 三 个 等 价 条 件 , 我 们 有 下 列 定理 ( 钟 同 德 [1987C],C. 
Laurent 一 Thiebaut[1982] , 林 亚 先 L1985]) : 


定理 5. 3. 2(Aronov fll Kytmanov) 假设 0 的 边界 3D 是 一 C2) 类 
的 光滑 可 定向 流 形 , 并 且 f € C (OD) 24 B (234 
(5. 3. 32) [ioc s. —0,2€ MN\D 时 ,存在 一 在 D 上 的 全 
纯 函 数 PE C CD) EB F|, = 下. 如 果 MM\D 是 连结 的 , 那 末 (5. 3. 
32) 只 要 对 2 € MND,D CC DCC M 成立. 

如 果 条 件 (5. 3. 32) 满足 , 那 末 拓展 函数 可 以 明确 地 表 为 
(5. 3. 33) F(z) = [| epo m € p*. 

定理 5. 3. 3(Bochner) 假设 区 域 的 边界 aD J co 类 的 ,AND 
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是 连结 的 ,又 了 E C (QD). `4 R (Us 
(5. 3. 34) af=0 
时 ,存在 一 函数 PE AD) A C? (D) 使 得 Flw = f. 

定理 5. 3.4 (Hartogs ,Osgood 和 Braun) 假设 D Æ Stein 流 形 
M 的 一 相对 紧 区 域 使 得 M\D 是 连结 的 . 每 一 在 3D( 即 某 一 邻 域 
U(9D)) 全 纯 的 函数 f(z) 都 可 全 纯 开拓 到 整个 D. 


5.33 Stein 流 形 上 a 一 闭 形 式 的 开拓 
f M y — Stein LE , D 28 M rl —48X1 KIR 0D JE AO , 
c 的 或 者 是 逐 块 co 的 . 下 面 我 们 按照 J.J.Kohn 和 H. 
Rossi[1965] 的 方法 构造 边界 上 同调 和 驯 一 复 形 . 
我 们 用 ARR D EOD HIE C" 形式 的 空间 ,az"* 表示 在 
上 一 直到 39D 上 都 是 0” 的 (p,q9) 型 形式 的 空间 , 即 由 M 上 的 (p,q9) 
形式 的 限制 所 构成 的 . JE ort S OD. Ef ODER. 用 4 表示 限 
“ 制 映射 4: 一 cart 
定义 5.3.1 形式 pE yn 称 为 复 法 的 (Complex normal) , ttl 
REE pE Sa ËB p= y A AG ,其 中 p 是 3 的 定义 函数 .用 
qr 表示 orn 由 复 法 形式 构成 的 子 空间 . 
定义 5.3.2 形式 pE mn 称 为 复 切 的 (Complex tangential) , 
WURXMg— y € €" 和 每 一 PE abu < py >, = 0, H Zr 
RA 由 复 切 形式 构成 的 子 空间 , 因 此 我 们 有 下 列 直接 分 解 
(5. 3. 35) HA" = qe Dm, 
@ siam — RI uam — 儿 m 为 相应 的 投影. 我 人 用» 一 > 
AW u= nt 4 定义 映射 wor oe CHURI 25 — 2. 现在 我 们 
定义 空间 enn 和 x 为: 
(5. 3. 36) @ = fp E ajap E €") 
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= (e € jup = 0) 
和 
(S. 3. 37) 4 = (g € A Ap € gr) 
= {p€ ar vp = 0j. 

定义 5.3.3 MADA e ann 定义 为 一 àw ,其 中 
mw € aX" lp — Ay . f o E. a — RIO iR 3, — 0. 

MA M ER CT GO 形式 的 芽 层 ,又 ”为 MM 上 限制 在 
aD 上 的 复 法 的 C~(p,q) 形式 的 芽 层 ( 即 p € E mE p= v ^ 9p 
十 00, 见 定义 5. 3.1) (关于 层 的 一 般 概念 见 第 六 章 ). 

定义 5.3.4 层 多 ”定义 为 商 空 间 -xY?"*/ 1"%, 即 由 正 合 序列 
(5.3.38) 0 — «toe cae S" — 0 
定义 

注意 3s rH HFI A 3p + p0) = (y — 9) A 
3p + p39. I t, 2 VES — Ba A Sinn! 的 映射 . 

定义 5.3.5 映射 :多 ”一 ont 由 下 列 交换 图 

0 Wr 0 
43 y3 3 

Q-» panic. uarie BH D 

定义 . 
` MER E, Ar, EIE I ANC ARP ERE 

面 空间 ,由 于 这 些 层 是 强 层 (fine sheaves) , (5. 3. 38) 诱导 一 截面 的 
正 合 序列 ,而 (5. 3. 39) 诱导 一 正 合 的 上 同调 序列 ， 
(5.3.40) > HE) > Hh (o£) — HB) > Hr (9) om 
其 中 

mx = ip € Erap = 0) 

gri 
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H(A) = PE SAULT, s 0j 
Qo 


EP = LE 503g = 0)， 
agi 

使 用 一 适当 的 度量 可 以 在 aD. 上 分 解 序列 (5. 3. 38) 并 且 找 到 
Br 的 一 个 代表 (2 9). 2 H 3, — ERRA 2 0381. 

定理 5.3.5 WME DE Stein 流 形 M 上 的 一 个 相对 紧 强 拟 凸 
域 ,9D 是 光滑 连结 的 , 那 末 

H”4(%) = Hrs (A) Z= 0,p,q = 0,-** n. 

证 明 ”利用 Stein 流 形 上 关于 (p,9) 型 微分 形式 的 不 变 微分 核 
(4. 15. 3) ,按照 R. Harvey 和 J. Polking[1979] 的 方法 ,利用 陈 度量 
和 陈 联络 ,可 以 证 明 Stein 流 形 上 强 拟 凸 域 D 的 纺 一 方程 是 可 解 的 
( 印 春 晕 [1988]) , 即 HCA) = 0, 那 末 由 (5. 3. 40) 立 得 定理 的 结 
论 . 


J. J. Kohn 和 A.V,Rossi[1965] 对 纺 一 闭 形式 的 开拓 提出 下 列 
问题 ; 

问题 :给 定 w € ov" 要 找 一 mw € o Ef Dp — RI aC 
= u (p). 如 果 这 样 的 w 存在 , 则 称 p 为 的 一 个 5 一 闭 拓展 . 

显然 ,如 果 这 个 问题 可 解 , 则 必需 jp = 0. 因为 如 果 这 样 的 mw 
存在 , 那 未 我 们 有 Ip = 0, 因 此 x 人 Go) = aap = Ào = 0. 

我 们 有 下 述 定理 ( 钟 同 德 [1988]) 

定理 5.3.6 ”如果 DCCM 是 Steiz 流 形 上 的 强 拟 凸 域 ,32D 是 
光滑 连结 的 , 那 未 每 一 元 一 闭 形式 p € orn 都 有 一 3 一 闭 开拓 . 

WEB] HF Stein 流 形 上 强 拟 凸 域 D 的 束 一 方程 是 可 解 的 ( 印 
春晖 [1988]) , 即 H^ C2) = 0, 那 末 对 每 一 满 一 足 ap = OR o € 
rr, 存 在 一 VE Zr Aa; = o. FIR f € orn UB uf = 
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4 Af = v SIC 9f RERE o f. 9 — HD PUR 
f = xÀ 9f = £ 3 = ay. 
Ti B.,3f RIE olt — 9 —BDTROXES RE o 88 —4 9 —16 4 3F38. 


$5.4 EXARH Bergman Erit 


第 四 章 我 们 介绍 了 全 纯 函数 的 具体 积分 表示 ,现在 我 们 利用 
抽象 的 Hilbert 空间 方法 来 得 到 全 纯 函 数 的 新 的 形式 的 积分 表示 . 
这 样 的 方法 已 于 本 世纪 二 十 年 代 由 S. Bergman [1922 ][ 1947] 
[1948] 引进 复 分 析 . Bergman 发 展 这 个 理论 的 目的 是 要 研究 C" 空 
间 中 在 双全 纯 等 价 意 义 下 域 的 分 类 问题 ,我 们 在 第 一 章 曾 多 次 说 
过 , 当 # > 1 时 这 个 问题 特别 重要 ,因为 单 复 变数 的 Riemann 映射 
基本 定理 在 多 复 变 数 空间 中 不 再 成 立 (参阅 第 1. 4. 4 段 ). 抽象 的 
“Bergman 核 函数 ”对 C* 中 的 任意 有 界 域 很 容易 定义 ,但 是 除了 象 
超 球 和 多 圆柱 和 四 类 典型 域 等 几 个 特殊 情形 外 很 难 求 出 它们 的 具 
体 表达 式 , 也 很 难 研究 它们 在 边界 的 性 质 ;因此 在 一 个 很 长 时 间 内 
Bergman 核 函 数 的 应 用 受到 了 限制 ,然而 在 近 十 年 来 得 到 较 大 进 
展 ,特别 是 在 强 拟 凸 域 的 情况 ,现在 Bergman 核 函 数 已 经 广泛 地 用 
来 研究 双全 纯 映 射 的 边界 正则 性 . 在 本 节 我 们 先 介绍 核 函 数 的 一 
些 初 等 结果 ,关于 它 在 强 拟 凸 域 和 双全 纯 映 射 上 的 应 用 的 深刻 性 
质 将 在 下 一 节 介绍 . 


5.4. 1 绝对 值 平 方 可 积 的 全 纯 函 数 
命 LH(D) 表示 所 有 在 一 有 界 域 了 全 纯 , 并 绝对 值 平方 可 积 的 
函数 f(z) 的 全 体 , 即 
J, If) |o. < co, 
其 中 dv 表示 欧 氏 体积 元 素 , 即 de. = dzidyidzodyo ts dz,dy, 2, = z, 十 
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ig (a = dr n) z, 5j y, 为 实 变数 . 
函数 f(z),g(z) € PHO) 称 为 正 交 的 ,如 果 


[| ze Tar. = 0. 


RUFIE) acies RA ECHO 的 正 交 正规 函数 系 ,如 果 
每 一 wm(z) € PHD), H 


(5. 4. 1) n gu) gi Cz)dv. = ôu 
其 中 
O,mlk Z, 
u = 
na l 


定理 5. 4. 1(Bessel REID Hip CO 28 LHO) 的 一 正 交 
正规 函数 系 ,f(z) € LHOD) a, = [io qu GOdo. (c = 1,2, 7). DU 
È Jal? [| raya, 

k=l D 
证 明 因为 
os | |fG) 一 Xa C) 12do。 =Í If) Iv, — Z lal 
° k=1 5 à 
故 
È, la < [iio [S 


fh N — co, 即 得 定理 . 口 
定理 5.4.2 若 f(z) 在 闭 多 圆柱 
Par): = (|a — a| Sri |a — a,| S r.) 


全 纯 , 则 
zy ge; — ; 5| 3f PEE 
J, rores = o| on Es, 


pa. 9z, 
> [red 7 J 1G, — da) (z; — ap) |*dr. + 
j- ren 
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WEB] ”由 于 f(z) XE p(a,r) 可 展 为 震级 数 f(z) = fa) + 
> g " lcs Ff 
AR 
(z, 一 a.) (zs — as) + + 
并 且 在 p(a,r) 一 致 收敛 . 
fW a — a, = Pet 有 sy 为 非 负 整 数 , 则 易 见 


j: Ca ate G, a G. — ati Gnd, 
m f [Latte pet tf dp] etda 
0 0 0 
2 
-f euroadb, = 0, WA — k, Æ ma; 


把 | O do 化 为 逐 项 积分 即 得 定理 ， 
由 此 定理 可 知 
定理 5.4.3 如 f(z) € LHO), pa,r) 为 D 内 的 任 一 多 圆柱 ， 


则 


[eres ISO ae, 
[f | 所 22 ° 


misi Tribe 
定理 5.4.4 XE CO) 为 DH OD) 的 一 正 交 正规 函数 系 , 则 
I Xe0 v G) 
是 z,s ED 的 z 与 5 的 全 纯 函 数 . 
证 明 ”对 任 一 点 z € D, 作 多 圆柱 ?(z,r) C D. 由 定理 5. 4.3 
知 
Ela = [Zoo v. G) |o, Z Then lei (z) |222. 
由 此 可 知 
(5. 4. 2) Elec Ps 
这 表示 级 数 


1 
Tbe 


N = 1,2%, 


Èile] 
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在 点 zE DKA. 
对 任 一 闭 域 互 C D,@ RO) 表示 数值 


inf |é, — z|,a = 12， 
z€5 


X ¿ € 3D 时 的 最 小 一 个 , 则 对 互 的 任 一 点 >, 闭 多 圆柱 16 一 = | < 
R) Ca = 1,70) 包含 在 D 中 ,由 (5.4.2) 知 ,对 任 一 点 zE B, 有 
Elec < LG 


应 用 Schwaz 不 等 式 知 , 若 zE B,¿ € B, 则 
| 了 wa ml: < CE le Om GF 

< (Elo OI CE lo CO I) 

Beg. v 

<= [A0] 
这 表示 函数 序列 ( P PE} scu 在 任 一 闭 域 BCD 一 致 有 
界 ， 故 必 局 部 一 致 有 界 ， 并 且 !{ ELO Pe)) N=“ . 在 每 一 点 zE 
DeeED 都 (绝对 ) 收 伊 , 因 此 在 任 一 闭 域 互 C 了 一致 收敛 ,又 由 于 
ETO) WD 38 z € D,¿ € D 的 全 纯 函数 序列 , 故 由 Weierstrass 定 
理 知 极限 函数 Zo CO C) 也 是 € D,¿ € 了 的 全 纯 函数 . 口 


定理 5.4.5 车 (9.(z)} 是 HG) 的 一 正 交 正规 函数 系 , 又 
E la|? < oo RI 


9(z) = Zapo) 
EE D 全 纯 的 函数 ,因此 是 LHO) rbi |, eco lto 


= M la. |? < co. 
[mr 


证 明 ”使 用 上 定理 的 证 明 方法 可 知 ,对 任 一 闭 域 互 所 了 有 
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[Zap Col < Clap COD! RAAT 
< rg lel 
由 此 可 见 F apC) e BB dice) 在 全 纯 . 口 
定理 5.4.6 R Ijal <o Ëi = Pap. n) 
JR LIO) 的 正 交 正规 系 , 那 末 B 
lim | laco Sap) ldr = 0, 
并 且 
a 一 [jo AOLA 
证 明 ”由 定理 5.4.5,g(z) 在 也 内 任 一 紧 致 集 一 致 收敛 , 故 
k; lg 一 Zap) fdv, = IË lim NU Far, 
KKR ERES EN > 0, 可 取 N 充 份 大 使 得 
[is — Zan tan, < e 
上 式 对 任 一 包含 于 D 内 的 闭 域 都 成 立 , 故 有 


y 
Í, |9(z) 一 Eae) |*dv, < e, 


这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 
由 于 对 任 一 a 可 取 N 适当 大 使 得 
|a, — a| = 22 X | (som 


< ifie — Zappan) < (f, lec 一 ap (z) vot 


c Is. ao) 去， 


由 定理 的 第 一 部 份 知 上 式 可 以 任意 小 ,所 以 
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a= [ ae. o 


zEX 5.4.1 L2H(D) 的 一 正 交 正 规 函 数 {m(z) ) 称 为 完整 的 ， 
如 对 任 一 函数 f(z) € L7H(D) ,下 列 条 件 之 一 成 立 : 
1) ”有 表示 式 


fG) = apC) 
其 中 mm = [|o pdv; 
D B| mas = a= 1,2,…, 则 必须 f 二 0 
D Eha = | foden 
T dm 2, 7 
È jal? = | rte. 


下 面 证 明 这 三 个 条 件 是 等 价 的 . 

由 定理 5. 4. 6 知 条 件 1 ) 包含 10, 80 显然 包含 了). 剩 下 只 
要 证 明 1) 包含 1). 

任 取 一 了 E LHO), ip) 为 工 ) 定义 下 的 完整 正 交 正 规 函 
数 系 . 命 


a = | a. 及 g(z) = Zapo). 
HEH 5. 4. 1 É 5. 4. 5 Ail g(z) 在 D 全 纯 ,由 定理 5.4.6 知 必须 
a= n 
由 此 知 
f (f — gd», = 0,k = 1,2,0, 
[I 工 ) 知 


了 = 三 9 = ZaeQ. 
故 条 件 1 ), 1), E) 是 等 价 的 
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5.4.2 L'H(D) 的 完整 正 交 正 规 函 数 系 的 存在 

定理 5.4.7 车 D 是 C* 的 一 有 界 域 , 则 存在 一 L217(D) 的 完整 
正 交 正规 函数 系 . 

WEB] ”不妨 假 设 D 包 含 原点 ,为 简便 起 见 , 命 


Ə ntr2t +p, 


(5. 4. 3) app db——Ll em 
及 
w". nth f(z) 
(5. 4.3) FATE arp = (a ):=0» 
g f° = f(0). 


把 指标 组 (pz,…，z.) 排 一 次 序 如 下 :如 mi 十 mz 十 … + m, < 
Pi 十 po tt po b Gm e m.) 在 (pi,…,p,) 之 前 ,如 mi 十 … 
+ m, = p + ° + pom = psem- = P,-i(k < n) Il m < p, 
JI ir Cm, m.) TE Qn p) 之 前 ,此 外 我 们 用 符号 (mm m.) 
C Git» 表示 指标 组 Qm m.) Æ ssp) 之 前 ; (mi, 
m) C Oi m p.) 表示 指标 组 (ma vm) 在 (p1,…,p,) 之 前 或 者 
两 者 相等 . 

1) DL Eth RER LHO) 的 函数 集合 : 任 一 f(z) € Ens 
满足 下 面 的 条 件 
(5.4.5) af Im P =, m,m) C (nip) 

9h 9% =l. 


BA T ZH e gnen ip pco 是非 空 的 集合 
ena mban &G) € E tie | Ino Ito Rs 
此 值 记 为 4, 即 
4 一 inf ， RELO) |'dv.. 
fes 
取 一 函数 序列 h (2) € Env xa 一 1,2,…) 使 得 
mf. | Go) |*dv. = A. 
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由 定理 5. 4. 3 知 ,对 任 一 闭 域 BCD, 当 z€B 恒 有 
[ic |*dv. 
| Co |? S URGE ° 
而 不 等 式 右 端 当 ! 一 co 时 ， , 趋 于 地 [AT 下 ;所 以 函数 序列 {h(z)} 
在 互 一 致 有 界 , 故 成 一 正规 族 . 我 们 可 以 在 其 中 取 一 子 列 h(z) 使 
它 在 D 一 致 收敛 为 一 全 纯 函 数 交 z). AR AG) € Enc ,因为 每 一 
h (2) € Bn. 故 对 也 内 任 一 闭 域 巨 有 
h |h(z) |*dv, = lim | o |*dv. < lim ,lh (2) |*dv, = A. 
由 于 B 是 任意 的 , 故 有 
[, O tas, < 4. 
另 一 方面 ,因为 h(z) € Evi 
j, |hC) |*46, Z A. 
所 以 | ico ?dv = 4, 而 h(z) 为 Enc. 的 极 小 函数 . 
I) ”对 HCD) 中 的 任 一 函数 g(z), m PR S (mi nm) S 
(n5) 时 满足 20-29? = 0, 那 末 


(5. 4. 6) jro FO — 0 
因为 对 任 一 常数 C,h(z) + eg C2 € Ent 
特别 取 

ga f igav 


则 
f, + alas = | + C| ito. e [ot 
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IZA 
+ lel?f lola = 4- 5 m A 
: 1gl*dv. 
: 


这 是 不 可 能 的 ,除非 
f hgdv, = 0. 


JW) 极 小 函数 是 唯一 的 . 若 oon 有 另 一 极 小 函数 hC), 
. 则 9(z) = G) —hG 满足 1) 的 条 件 ,因而 


[6 Tdv. [^6 Tdv. = 0, 
D D 


即 
人 — h |*dv, = 0. 

故 A=, 

N) HEAWEI, M hn, CO 表示 En 的 极 小 函数 ， 
EP neni = 0,1,250. 由 E) HU, a) 成 一 正 交 系 , 即 

Í, hy ea (2) hama, Odo: = 0, 如 有 一 pn = qe 

若 命 

hy e (2) 
TT DT 


JU (Pr 2) 是 L2H (D) 的 正 交 正规 函数 系 ,现在 证 明 它 是 完整 
的 


Prr (2) = 


d £O) 为 DH OD) 的 任 一 函数 , 作 函 数 


- = z CI 
fus © (mmi ea t Fern OD 


选择 anon, 使 得 f, CO 满足 条 件 : 
(5. 4.7) 有 


3 (m, m.) C (ptp). 
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这 是 可 能 的 ,因为 由 (5. 4.7) BEN ERA, 的 系数 所 成 
的 函数 行列 式 不 为 零 . 
HI) A 
L fy, — Pu n do, = 0,34 (ni m) € (is ps 
此 即 
comm _ fg. n do. = a.m, 一 [iot = 0 
或 
(5.4.8) 
anm, = [foot 
若 命 
g(z2) = ERANO 
则 由 定理 5. 4. 1 知 
PAPELES 
由 定理 5. 4. 5 知 9(z) 在 也 是 全 纯 的 ,并 且 
gG) = lim f,..... (2). 


p. 一 co 
根据 条 件 (5. 4.7) 可 知 , 当 (mm…ms) € (ns p) 时 ， 
3 m+ 9 hg’ = 3 Piee 3 fs, = Əm Inf’, 
此 即 


由 Taylor 展开 式 的 唯一 性 可 知 


D=) > res (2) 


Ane 
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Hi (5. 4. 8) ,其 中 
ap = [fout 

因此 由 完整 系 的 定义 10 BÉ p CO) RE LH OD) 的 完整 正 交 正 
规 函 数 系 , 定 理 完 全 证 明 . 口 

注意 ”1. 定理 的 证 明 开 始 时 ,我 们 曾 把 指标 组 排列 成 一 个 次 
JF, 当然 我 们 就 可 以 按 这 次 序 以 一 个 指标 来 表示 完整 正 交 正规 函 
AUR BB Gs ais 

2. 值得 注意 的 是 ,从 证 明 过 程 中 可 以 看 出 :我 们 可 以 在 原点 附 
近 选 取 一 完整 正 交 正规 系 ,使 得 在 原点 附近 的 展开 式 为 
polz) = ago 十 af z, + … + a Oz, + aff? zi + afz 十 … a 2 
0; 
qn(z) = aD 有 a 十 十 af?z, + aP + ziPzz + al) 0; 

@,(z2) = aiz, + af) zi + al?2iz + a 0; 

Qa) = afit? + af zaz + alt) 250; 

9.21) = + aft? zaz + alt? > 0; 


5.4.3 Bergman 核 函数 

di(. CO) 为 有 界 域 也 的 L2H(D) 的 一 完整 正 交 正 规 系 ,以 后 
简称 为 D 域 的 完整 系 , 命 
(5.4.9) KG,D = POE € D, € 了 D 称 为 也 域 的 核 函 


数 ,由 定理 5. 4. 4 知道 , 它 是 z 和 < 的 全 纯 函数 . 
核 函 数 有 下 列 性 质 : 
定理 5.4.8 mE D, Nj KED > 0. 
证 明 . 定理 是 说 {q(t)} 在 D 内 没有 公共 零点 ,这 是 显然 的 , 因 
为 任 一 函数 FO) € PHO) 都 能 展 为 
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fo = Za, 
如 e. CO Gk = 0,1, 以 上 点 为 公共 零点 , 则 必 f(D) 一 0, 这 是 不 可 
能 的 ,因为 f() + c 仍然 属于 HOD rp c 为 任意 常数 . 口 ] 
定理 5.4.9 若 f(z) € L2H(D), 则 对 任 一 点 4:€ DE 
(5. 4. 10) $0 = | coxa ou. 
及 


Dra+…+m 了 (1 fse 27 "+n K (t, DM 
atm --- a. D atat. 


公式 (5. 4. 11). 称 为 核 函数 的 再 生性 质 . CE D 上 全 纯 函 数 的 另 一 
种 积分 表示 ,和 第 四 章 所 说 的 积分 表示 不 同 , 那 里 的 积分 一 般 是 展 
布 在 区 域 的 边界 或 部 分 边界 上 ,而 这 里 的 积分 却 是 展 布 在 整个 区 
域 上 . 
证 明 将 f(z) € D'HOD 展 为 
fO = Dap a = EZA 
我 们 有 


lim f f(z)K(t,2)dv: 一 Za (0) | 
No0 D k=0 
= lim "|| FOLKE — ZO eG) | 


< wd, KED — BO me Ito, ISO Piso 
而 上 式 右 端 第 一 AB. 根据 定理 5. 4. 6 趋 于 零 ， 因此 (5. 4.10) 式 
成 立 , 同 理 可 证 (5. 4. 11) 也 成 立 . 口 


定理 5.4.10 设 1 为 D 中 一 固定 点 ， En X DHO) 中 
满足 条 件 


f) 一 1tED 
的 函数 类 中 的 极 小 函数 . 
证 明 ”如 fo = 1, 则 由 定理 5. 4. 9 知 
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i= |fop- [SOKE mast 


< Í, If) parf Ls dv, = keD], 1f C») |dv., 
这 表示 


" 1 
j. |F) fdv: < EY 
但 是 
Í. | KG, DIE ens 
KED I T ka 
I ED Ja pri HU CO 


定理 5.4.11. S4 ¿ = zH}, D RAAR RT DLE C 
K(z,z) = sup|AG) |z € D, 


此 处 万 代表 一 函数 类 ,其 中 任 一 函数 Cz) 在 也 全 纯 并 满足 
[ey ae, < 1. 
证 明 dr 
K(¿,z) E 
VKG 
显 见 p(6) € 万 , 故 


K2 = |p) |? < sup|h(2) |°. 
如 A(z) € 妃 , 则 由 定理 5. 4. 10 知 


p$) = 


2 
hols 021 KD 
[cores — [US par 
1 jai 
< -r= = K(G;z). 
p LEGES) pe iss 
K(z,z Ps 


K (2,2) Z sup |i (2) |?, 
A€R 
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K(z,z) = sup|h(z) |?. 
A€H 


定理 5.4. 11 表示,K(z,z) 与 D 域 的 完整 系 的 选择 无 关 , 再 由 
定理 5.4.10 以 及 定理 5.4.7 证 明 中 的 有) 所 证 极 小 函数 的 唯一 性 
可 知 K(z,5) 也 与 完整 系 的 选择 无 关 . 

由 定理 5. 4. 11 立 知 
$38 5.4.12. 设 两 有 界 域 所 与 户 ,满足 户 C 户 , 其 核 函 数 分 
别 为 Ko G2) 与 Ko Ce 2 UI š 
Ko Gaz) Z Ky G2) ,2 € Di 
证 明 @ HK H2 AIRE D. K D, BJ PERO I IR 
条 件 


| holasi f KOKASGH 
D, Dy 


的 函数 集合 , 凡 属于 Ho 的 函数 必 属于 H, k 
sup holz Sup |h(2) |? 
故 由 定理 5. 4. 11 知 
Ko G,2) > Ko, (2,2),2 € DL] 

$38 5.4.13. iE D. 5 D. 4 ILE C* 5 c" 空间 的 有 界 域 ,D OA 
其 拓扑 积 D X Di WJ D RARE D. 3⁄5 D: 域 的 核 函数 的 乘 
积 . 

证 明 W D E: EE ZE], D YE Zaire ;+m 空间、 分别 以 
Ko Ga tse K Ko, Gia ttt fern e oed 表示 D, 
与 D, 域 的 核 函 数 ,又 设 D 域 的 核 函 数 为 

Ko(z,6) = KyCa "zas ata). 

那 末 根据 定理 5. 4. 9 及 Fubini 定理 知道 , 当 +E D,¿ € D BT 
Kp (hoe me Ko a yt bud NN, 


= [Ks Ge ln ED Ks Gee tenia 
z)dv. 
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=j Ko, Gire Bn ED T [natn | Ko(t,2) 
5, a-l D, 


Ç st 
Ko, Gi stt erit Peeta) TI dtadya 


= K,G,2). 0O 
定理 5. 4. 14 ” 若 有 一 全 纯 变 换 
T:w = quiz) W, = @,(z) 
TER D — Hug — A PLE D VUES p HARA K CG) 与 域 
Di 的 核 函 数 Ko, Go, 2) 的 关系 为 


Ko(z,6) = Kp Go, Z)det 
RuB&-wG,.a-1leea 
证 明 “与 单 复 变数 的 情形 类 似 ,变换 了 的 函数 行列 式 不 为 堆 
(B. A. byck( 1962] 定理 7. 3) ,再 由 定理 1. 1. 9 或 定理 1. 4. 1 知 


3a, tz) 
(5. 4.12) dv, — |det IT. 


这 表示 , 如 f(z) € LHO), 则 f(zQo))det 
LH(D:,). 如 {gx(z)} 是 PHO) 的 一 正 交 正规 & 数 系 ， 则 
(p (Go) det ZEA) 是 LH QD 的 一 正 交 正 规 函 数 系 , 此 


Besos CO) 是 对 LH CD) SEL LE (gs Qr) der S ) 


对 LH CO) 也 是 完整 的 ,这 只 要 证 明 : 若 任 一 f(w) € DH OX 3098 
足 


(5. 4. 13) |: f(w) gx GG) det 


9n tw) 905 ED 
3,2) 305,6)" 


E =0, 
k = 0,1,“ 
则 fw) = 0. 
Hi C5. 4. 12) 知 (5. 4. 13) 即 


J Uter 2 eos oae TEE] gu Gan, = 0, 
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fB foi G) =: eu de PUO. 是 属于 L2HCD) 的 ， 而 {gC2)} 


是 完整 的 ,因此 


EO 
fGnG) 7,9. (z))det ORE = 0, 


9C , yt) = 
i OTRO Baiil io == 0. 
由 此 可 知 D, 的 核 函 数 为 
T 3(a,,2) 9(Q, 
Ky (w,6) = Zou) Pr (EE) det Ly TE 


Iziga) Gis 
Got V) 95 nnm ru 


= Kp(z,C)det 
这 就 证 明了 定理 . 


5.4.4 R 中 的 特殊 域 及 其 核 函数 
R, 中 的 Reinhardt 圆 型 域 可 以 表 为 
R = E(|zl* «gCabDslal < B), 
易 知 在 其 上 的 完整 正 交 正 规 函数 系 为 
(5.4.14) po = F, 
d. = A eornm, 
H+ 


Ë zie zez perdo, 


mtn tipet dp dry. 


- [i5 


(5. 4. 15) B e^o tdg, : frenos 
€ 0,# = au, 


Ka = Ñ GD[gGO T 40D 3 » — > 
ERBE Z = Ea <r) 的 情形 我 们 有 
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(5.4.16) PRETI anp IC D 
MG c DT 1) 


在 超 球 S = El]? + |E,| < n) 的 情形 我 们 有 


m+ nim! 
(5. 4.17) e= = are aem E + 251 


EAER C, = F(a|a |?” + || 过 1},7: 正 整数 ,0 二 a 入 1, 的 
情形 我 们 有 
pL On + 1)2— 1]!n! 
(5.4.18) am 一 z doit TDP T. +I] 
有 了 完整 正 交 正规 函数 系 后 ,我 们 容易 求 得 这 些 域 的 核 函数 
如 下 : 


(5. 4. 19) Kao) = X E eea, 


ze + 1) Ca 十 Dae 
DAMES 十 2 
- riri 
zGl — a6)! Gi 一 a6)" 
(.420 KD = PI Gm DIGG 


mien zr mnyriot9 
2r? 


zr 一 zbi 一 ae] : 
(5.4.22) Ke (z,5) = 
PA — acr [Cp + D 一 z) + (了 Daat] 
PE 一 2262)? 一 azb: ]° 
华罗庚 [1958] 利用 群 表示 论 和 可 逆 域 的 性 质 具 体 算 出 了 四 
类 典型 域 的 完整 系 和 核 函 数 . 


(5.4.20) Kaælz,%) = 


5.4.5 Bergman 度量 
设 K(z,z) 为 D0 域 的 核 函 数 , 作 X z 方 阵 7, 其 第 ; 列 第 ;7 行 的 
元 素 为 


(5. 4. 23) p, = ZBK G2, 


92232 
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了 显然 是 Hermite 方 阵 并 且 是 Hermite 共 变 张 量 . 
定义 度量 


(5.4.24) ds = ada = p 2logK(z,z) 
bj=1 9292) 


称 为 Bergman 度量 . 显然 Bergman 度量 满足 定理 3. 7. 1 中 的 Kaehler 
条 件 , 所 以 Bergman 度量 是 一 Kaehler 度量 . 
定理 5.4.15 ”一 有 界 域 的 度量 方 阵 7(z,z) 在 D 中 任 一 点 z 是 
定 正 的 , 换 句 话说 如 果 4 — (uve un) 是 一 非 零 向 量 , 则 zx7w — 0. 
W, 任 取 一 点 上 E D, 应 用 Lagrange 乘 数 法 可 以 证 明 在 
LHO) 中 有 一 适合 条 件 


dzdz , 


TCD =0,2 Fw 1, 
的 极 小 函数 了 Cz) ,其 极 小 值 为 ( 陆 启 anon 
1 
Í 1f C2 |*dv. - 
š = v SlogK(tt) —, 
KUDUZ, PEA u?u^ ) 
Lgs ESER 
K (t, DuTwu ` 


由 于 0< [iria « co R K (4,0 >GER 5. 4. 8) 可 知 对 任 一 组 
不 全 为 零 的 复数 ， = Qe 
uTu > 0 


定理 证 明 . 
定理 5.4.16 度量 (5. 4. 24) 是 全 纯 变 换 下 的 不 变量 , 换 句 话 
说 ,如 有 一 全 纯 变换 把 D 域 一 一 地 映 为 D' 域 , 则 D 域 的 度量 经 过 变 
换 为 2 域 的 度量 
证 明 ” 设 全 纯 变 换 为 


w = f(z) de 2E 0, 


由 定理 5.4.14 知 
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K, (ws) = Kolz(w) ,zGe)) |det (SE) |, 


PlogK y (w,w) 


EET 
Plog{ Ko[z(w) ERIT B x3 
az əz Bo 2 

= > @logK,(z,z) 3z 32 

ns-a ZI w dw’ 
这 表示 
FlogKo Qo.) 一 

rid ddp = ?logKo(z,2) gaip. 

wi hy az3z 
定理 证 明 . 


85.5 “双全 纯 映 射 的 Fefferman 定理 


在 单 复 变 函数 论 中 ,两 个 有 光滑 边界 的 区 域 之 间 的 单 叶 映射 
可 以 光滑 地 延 拓 到 边界 上 ,在 多 复 变 函 数论 中 是 否 成 立 类 似 的 事 
实 ,是 多 年 来 没有 解决 的 一 个 重要 猜想 . 1974 年 ,美国 青年 数学 家 
Charles Fefferman[1974] 在 这 个 问题 上 取得 了 重大 突破 . 他 在 j 
Kohn 关于 2-Neumann 问题 的 研究 基础 上 ,结合 微分 几何 的 许多 技 
巧 证 明了 下 述 

定理 5. 5. 1 (Fefferman) i Di , D: 是 C 中 两 个 有 界 光 滑 边 界 
的 有 界 强 拟 凸 域 , 那 末 D1,D; 之 间 的 任何 双全 纯 映 射 都 可 以 光滑 
地 延 拓 到 边界 上 ,使 它 成 为 5 与 D; 之 间 的 c> 微分 同 胚 . 

单 复 变数 中 的 定理 第 一 个 证 明 的 似乎 是 p，Painleve' "Sur la 
théorie de la représentation conforme” ,C. R. Acad. Science Paris 112, 
653-657(1891). 其 他 给 出 证 明 的 是 O. D. Kellogg, Trans. Amer. 
Math. Soc 13, 109-132(1912), 和 S. Warschawski, Math. 
Zeitschrift35, 321-456(1932). 但 这 些 证 明 方法 都 不 能 用 在 高 维 的 
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情形 ,例如 Kellogg 的 方法 是 利用 调和 估计 和 Jordan 曲线 定理 . 

Fefferman 映射 定理 在 强 拟 凸 域 的 分 类 中 是 十 分 重要 的 ,相当 
于 Riemann 映射 定理 在 单 变 数 中 的 作用 . 事实 上 , 由 Fefferman 的 
结果 ,C" 中 两 个 光滑 有 界 强 拟 凸 域 D, 和 D, 是否 双全 纯 等 价 的 问题 
变 为 一 个 是 否 存在 一 个 满足 切线 Cauchy-Riemann 方程 的 微分 同 耳 
Ë ,ap, — 3D 的 问题 ,我 们 知道 在 4 之 2 的 情况 ,对 这 样 的 映射 了 的 
存在 有 一 无 穷 序列 的 微分 障碍 ,甚至 是 局 部 的 情形 也 是 这 样 , 但 是 
如 果 = 1, di Riemann 映射 定理 在 局 部 不 存在 障碍 ;但 是 这 些 障 
碍 ,至 少 在 原则 上 是 可 以 计算 的 . 在 x 二 2 时 ,E. Cartan 在 1932 年 已 
经 发 现 这 个 事实 (“Sur la ge'ome trie pseudoconforme des 
hypersurfaces de deux variables complexes” ,Oeuvres I,2, 
1231—1304,and 1,2 1217—1238). 在 一 般 的 情形 最 近 已 H N. 
Tank[1967] 和 S.S.Chern 和 J.Moser[1974] 进行 了 研究 . 由 
Fefferman 定理 可 以 看 出 ,如 果 D. 和 D, 在 双全 纯 映 射 下 是 等 价 
的 , 那 末 在 3D1,3D, 上 有 些微 分 不 变量 在 p 下 是 不 变 的 . 更 确切 地 
说 ,如 果 * 很 大 , 那 末 9D; 的 定义 函数 os CI] FE 9D; 的 定义 函数 p2) 的 
k K Taylor 展开 的 系数 比 p 的 次 Taylor 展开 的 更 多 . 由 于 p 经 映 
射 o-: 变 为 ps, 可 知 某 些 多 出 来 的 系数 或 者 是 它们 的 组 合 ,必须 在 
双全 纯 映射 下 是 不 变 的 . Tanaka, Chern 和 Moser 曾 对 此 作出 明确 
的 说 明 并 指出 怎样 来 计算 这 些 不 变量 . 

这 里 给 出 的 Fefferman 定理 的 证 明和 原来 的 不 同 而 且 更 为 初 
等 . 值得 注意 的 是 , 这 个 方法 可 以 应 用 在 更 一 般 的 情况 , 只 要 
Bergman 射影 的 必要 正则 性 可 以 建立 ,这 个 证 明 的 主要 思想 是 在 
70 年 代 末 发 展 起 来 的 ,开始 于 S，Webster[1979] 的 论文 在 S，Bell 
&E. Ligocka[ 1980] 的 论述 达到 了 高 峰 ,在 此 之 后 ,这 些 方法 在 许 
多 问题 的 研究 中 都 已 证 明 十 分 富有 成 效 . Bell 和 Ligocka BJ UE BJ ë 
开 了 许多 繁复 的 微分 几何 技巧 ,并 能 证 明 比 定理 5. 5. 1 更 多 的 结 
果 . 
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5.5.1 PANE 

设 LHO) 表示 D 上 全 纯 的 L RAR CE LO) 的 闭 子 空间 ， 
存在 一 个 正 交 射影 算 子 
p = p: L? (D) > L2H (D). 
?是 一 个 范 数 是 1 的 有 界 Hermite 算 子 , 对 JE LH(D), 它 满足 pf = 
也 我 们 可 以 看 出 抽象 算 子 p— 称 为 Bergman 射影 一 一 可 以 由 关 
于 Bergman 核 的 积分 给 出 . 

定理 5.5.2 

对 所 有 的 了 fE LCD) fli E € D,Bergman 射影 po:L^CD) 一 
L2H (D) 满足 
(5.5.1) (pof)(z) = (f,K,(:,z2)) = uya a 

WEB] ESE Z2(D), 应 用 再 生性 质 (5.4. 10) 

到 pf € L2H(D) ,得 到 

(5.5.2) zf(z) = (pf,ko(* ,2)), 
HF p Æ Hermite 的 并 且 Ko(*,z) € L?H(D) ,我 们 得 到 
(5.5.3) (f. Ky 2) = (fpKo(* 2)) = (f, K,(*,2)), 
因此 (5. 5. 1) 成 立 . 

如 果 D 是 C" 中 的 一 光滑 有 界 域 ,函数 p: C' — R 称 为 D 的 定义 
函数 ,如 果 p € C>(C'),D = {z:p(z) < 0},3D = (z:p(z) = 0} 并 
且 在 3D 上 grado = 0. 

函数 9 称 为 在 2D 上 S 阶 为 零 ,如 果 对 所 有 多 重 指标 |o | < SH 
<EgD,pyg() = 0. 

Ws(D) 表示 D 上 复 值 函 数 的 通常 的 Sobolev 空间 ,其 内 积 定义 
为 


<uv>s= E [rom 
lass) D 


Wi CD) 表示 CF(D) XE W^ (D) 中 的 闭 包 - 注意 如 果 函 数 9 是 光滑 
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到 边界 3D, 并 且 在 9D 上 S 一 1 阶 为 零 , 那 末 4g € WOD). 

H' (D) 是 W: (D) 中 全 纯 函 数 构成 的 子 空间 . 

c= (D) 是 了 中 光滑 到 边界 的 复 值 函数 的 空间 , 又 B= (D) 是 
c= (D) 中 全 纯 函 数 构成 的 子 空间 . 注意 c= (D) = MWD) 和 
H” (D) =Q rD, 由 Sobolev 3| 3B, È EB] W***(p) C COD) 和 


= p | € DEO] S Nile 
"s 


C7 CD) 中 的 函数 序列 ww 收敛 于 4, 如 果 对 每 一 多 重 指标 a 在 D 
上 一 致 地 有 D'u — D'u. 


5.5.2 条 件 R 和 Fefferman 定理 

定义 5.5.1 ”C' 中 的 区 域 D 称 为 满足 条 件 R, 如 果 它 是 光滑 
的 有 界 的 , HERE S Z 0, FEM Z 0 (E48 Bergman 射影 
P:L? (D) > LH (D) JE J| W$** (D) 到 HOD) 的 一 个 有 界 算 子 , 即 

I) pWE+*(D)) C H'(D), 

1) |»fleo» < CS llw. 

注 : 从 下 面 引 理 5.5. 1 的 证 明 可 知 条 件 R 等 价 于 显然 较 强 的 
条 件 : 

对 每 一 5S 22 0, HE M > 0 fi (B. Bergman 射影 P 是 从 W"*"(D) 
到 H'(D) 的 一 个 有 界 算 子 . 

我 们 可 以 证 明 下 列 拓 广 的 Fefferman 定理 

定理 5.5.3 WM D, lD WE £f R, IBR Di D» Z [TR FE 
何 双全 纯 映 射 都 可 光滑 延 拓 到 边界 . 

说 明 : 下 列 区 域 是 已 知 满足 条 件 R 的 

L 具有 实 解 析 边 界 的 光滑 有 界 拟 凸 域 G.J. 
Kohn[1977][1979],K. Diederich &. J. Fornaess [1978 ]). 

2. 光 滑 有 界 强 拟 凸 域 (J. J. Kohn[1963][1964]) 

3. 任何 存在 子 -Neumann 算 子 和 满足 次 椭圆 估 计 的 光滑 有 界 
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bk. 
在 光滑 有 界 强 拟 凸 域 上 Ə—Neumann 算 子 N 的 次 椭圆 估计 和 
正则 性 定理 是 J. J. Kohn[1963][1964] 证 明 的 ,这 些 结果 在 G. 
-Folland &J. J. Kohn[1972] 中 详细 介绍 . 由 Kohn 的 工作 可 知 
Bergman 射影 P 可 以 写成 1 一 9" Na, 所 以 由 N 的 次 椭圆 估计 就 可 推 
出 条 件 R. 
J. J. Kohn[1977][1979 叙述 了 3 问题 次 椭圆 性 的 充 份 条 
件 .K Diederich &J. Fornaess[ 1978] 证 明了 具有 实 解析 边界 的 有 界 
拟 凸 域 Kohn 的 条 件 成 立 . 因此 ,在 这 情形 条 件 R 成 立 . 
上 述 三 类 区 域 满足 条 件 R 我 们 作为 已 知事 实 加 以 利用 ,它们 
的 证 明 已 见于 上 引文 献 ,也 可 在 R. M. Range[1986] 中 找到 ,然而 
它们 的 证 明 比 Fefferman 定理 原来 的 证 明 要 容易 得 多 . 
因此 我 们 有 
推论 5.5.1 如 果 Dl 和 Ds 是 上 述 类 型 1,2,3 中 区 域 , 那 末 D， 
和 D, 之 间 的 任何 双全 纯 映射 都 可 光滑 延 拓 到 边界 . 
推论 5.5.3 ”如 果 一 个 具有 实 解析 边界 的 有 界 拟 凸 域 双 全 纯 
等 价 于 一 个 光滑 有 界 强 拟 凸 域 , 那 末 它 也 是 强 拟 凸 域 . 


5. 5. 3 XF Bergman 核 函数 的 条 件 A 和 条 件 B 

在 证 明 拓 广 的 Fefferman 定理 5. 5. 3 之 前 我 们 先 介绍 

定义 5.5.2 C" 中 的 光滑 有 界 域 忆 称 为 满足 条 件 4 和 B, 如 果 
D 的 Bergman 核 函数 K(z,5) 满足 ， 

RFA KC, v) € 0~(D) 对 每 一 w € D, 和 

RHB ”对 每 一 z。E€ 3D, 存 在 D 中 的 4 十 1 个 点 aoya,… ,a 使 
得 Klzo,ao) Z 0,3£: B. 


det | 3K 


K (z0,a;) 
z” +a;) "m 
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5.5.4 定理 5.5. 3 的 证 明 

只 要 证 明 下 列 两 引 理 ,定理 5.5. 3 就 已 证 明 . 

引 理 5.5.1 如 果 D 满 足 条 件 R, 那 未 它 就 满足 条 件 4 和 B. 

引 理 5. 5.2 W Di M D WERI AR B, IBR Di AI D: ZA 
的 任何 双全 纯 映 射 都 可 光滑 延 拓 到 边界 


5.5.5 引 理 5.5.1 的 证 明 
引 理 5. 5. 1 的 证 明 需 要 三 部 份 . 
第 一 部 分 (N， Kerzman[1972]). 由 条 件 R 可 推论 条 件 A. 
证 明 ”对 we D. ç € CrO) 为 关于 w 径 向 对 称 且 | ote = 
1. 对 每 一 调和 函数 f, 
fw) = [io SG. 
因此 ,py = KC ou) ,条 件 R 和 Soblev 引 理 表明 K(*,w) € C7 (D). 


第 二 部 分 {KG(',w):w € D) 的 线性 生成 (lineav span) 在 
H* (D) 中 是 稠密 的 . 

证 明 ”首先 对 每 一 S 达 0 我 们 证 明 H7 (D) C P(W)(D)). 对 
x € c= (D) ,我 们 构造 满足 Pq = 0 的 9E c> (D) 使 得 x 和 4 在 9D 上 
一 直到 8 一 1 阶 是 一 致 的 .单位 分 解 充 许 我 们 假设 “在 点 zaE 9D 附 


近 有 小 支 集 . 命 p 为 的 定义 函数 ,又 2 为 一 复方 向 使 得 32(z) e 
0. 我 们 假设 的 支 集 包含 在 {w € D: 28 = 0). 
oo) = -ep 3e Io, 表示 沿 方向 v(z) 的 微分 . 


Tgradp|* d 
RES ENCORE CUN, 4G) € C* (Di 
ó = —, Uma ZC" 1) 
db 
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RUN 
dog uw. 
0-21! # 

fra Z CE Q5). FAREED 上 ww 和 4 一 直到 8 一 1 阶 
是 一 致 的 .注意 9 一 型 ,其 中 9 在 D 上 为 零 ;所 以 

Pq = [zc sw) PAOA =0, 
因为 K(z,w) XF w R: 4 Pl BJ GER. w ERARA 
的 ). 因此 Pu = pG — q) 其 中 4 一 g € W&COD. 
由 此 知 H> (D) C >XW;(D)). 

fi o CRI o € Cç (D) 中 关于 D 中 某 些 点 是 径 向 对 称 的 并 
B| xe = 1 的 函数 的 集合 .注意 70 = KCD w € D). 

HERINNER E SZ 0,2 的 线性 生成 在 Wi(D) 中 是 稠密 
的 ,假设 f 是 CF(D) 中 的 一 函数 . fh y J: ce (c') 中 的 一 函数 ,关于 
原点 是 径 向 对 称 的 ,并 有 包含 在 单位 球 中 的 支 集 使 得 | us = 1. 
对 *> 03 560 = 2 | + U brotes RERO e 0 时 ,在 
Wi D) B f, — f HARR Riemann R8 Jr f, SEARUÉ 0 8 REE 
RE WOD) 中 的 稠密 性 . 

现在 由 条 件 R 知 道 , 对 每 一 S, 生 成 {&Cz):7 € D) RA HOD) 
闭 包 包含 H* (D). 因此 ,由 Sobolev 5| B, 4 S UK Co):7 € D) 在 
H7 CD) 中 是 稠密 的 . 口 

第 三 部 分 “由 条 件 R 推出 条 件 B. 

证 明 由 


F. (tosta ,ts) = det | 3K 


2, t) 


K((zost;) | 


0 
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给 出 的 函数 F. DH — C 
不 能 恒 等 于 零 , 因 为 如 果 这 样 , 那 未 由 第 二 部 份 就 可 推出 


gi(z0) | 
det | 3g 一 0 
2400 " 


E 


对 H7 OD) 中 的 每 4 十 1 个 函数 go,… ,9g,; 特 别 , 如 果 go 二 1, = 2, 
…,g, = z. FB. 因此 存在 D 中 的 7 十 1 个 点 aoyq1,… a, B F, Cao, 
ai ya) 天 0. 如 果 需 要 ,将 它们 重新 编号 ,使 得 大 (zyao) 75 0. 


5.5.6 引 理 5. 5. 2 的 证 明 

命 Ki(z,w) fü K, (s, 分 别 在 区 域 记 和 D, Bergman 核 函 数 , 命 
A IA Di BI D: HIREA ERN, LAAD 一 det(32)(2) 表示 它 
#E z € Di 的 Jacobi 行 列 式 . 

引 理 5.5.2 的 证 明 也 需要 三 部 分 . 第 一 部 份 是 根据 S. 
Webster[1979] 的 论文 . 

第 一 部 分 ”函数 Jh(z) 和 (Jh(z))-: dE Di 上 是 有 界 的 

证 明 ”假设 (JA(z))-: 不 是 有 界 的 , 那 末 存 在 一 点 列 x z E 
9D1, 使 得 Jh(z,) — 0. 由 Bergman 核 函 数 的 变换 规则 

Ki(zaya) = Ki G,) ,h(a) )Jh(z,) Jh(a) 和 条 件 4 就 得 出 ,对 每 
一 a € Di, KiGo,a) 一 0. 这 和 条 件 B 了 矛盾 . 

将 同样 的 论证 应 用 到 映射 入: 就 可 证 明 Jh(z) 在 D, 上 也 是 有 
A. 

第 二 部 分 ”映射 h 可 以 连续 延 拓 到 边界 
证 明 。 我 们 由 证 明 偏 导数 全 (2) 在 D. 上 是 有 界 函数 来 证 明 
第 二 部 份 . 

如 果 这 事 不 真 , 那 末 我 们 可 找到 一 点 列 a — z € ID 使 得 5， 


= h(z) > So € 3D; 并 有 Maz | Sb) -> co. 
ij On 
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由 条 件 8, 存 在 50,5,，… ,5b, € D, B Koo) 天 0 并 且 
KaG,b)) | 

det 93K; 

ES 


= 0. 


(So 六) 
m we 


由 初等 的 行 运算 可 知 de), A 0, 其 中 ws) 一 
9s, 


Kz(s,b,) 
Kz(s,bo) 


Fla) = h! Cbo) i ,a 二 1(b,), 由 第 一 部 分 知道 Ki1(z0,a0) Z 
FERM u = EH = uen 在 附近 是 有 定义 的 ,由 
Bergman 核 函 数 的 变换 规则 可 以 推出 下 列 矩 隙 等 式 

[2:65] = (hy T0 . (980, 
存在 N > 0 使 得 左 端的 矩阵 元 素 在 集合 {z}.~、 上 是 有 界 的 ,又 右 
端的 矩阵 元 素 在 集合 {5,}.>、 上 是 有 界 的 . DUC HEC S) 一 4， 
… ERE Gauss 上 是 有 界 的 ,矛盾 . 口 

第 三 部 分 。h 到 边界 的 延 拓 是 光滑 的 . 

MEB fh z € 9D, X passa. € Di 为 条 件 B 关 联 于 z 
的 点 . 记 RCM ECD" 
joda 


第 二 部 分 表示 Ki C9) Æ 0, 


),j= 1，…n. 


,So = AG) b; = h(a;) cv; 


det[ 0) Ys 0 
及 
dei Zo) Josie = 0, 


因此 ,存在 C* 中 有 % 的 邻 域 U 和 5 的 邻 域 使 得 CD (1 U) — D, V. 
并 且 使 得 函数 FU; 是 分 别 在 VU 和 VV 上 的 光滑 局 部 坐标 . 映射 
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h|z,ne 可 以 在 这 些 坐 标 中 表 为 一 线性 映射 , Ë BJ 24 fB Zç EE BE 29 v 


= ba: 由 此 可 知 4 可 以 延 拓 为 "上 的 光滑 映射 .这 就 完成 了 


引 理 5. 5. 2 的 证 明 . 口 ] 

定理 5. 5. 3 的 证 明 完毕 . 

我 们 还 可 以 证 明 下 列 更 为 精确 的 Fefferman 映射 定理 

定理 5.5.4 ”假设 D, 和 7D 是 0 中 的 有 界 强 拟 凸 域 ,它们 的 边 
AR gocce xs. p S1. 那 末 每 一 双全 纯 映射 :D1 — D> 是 
C? (D,) 类 的 . 

Fefferman[ 1974] 原来 的 证 明 是 讨论 上 = co 的 情形 . 这 里 给 出 
的 形式 是 E. Ligocka[ 1984] 证 明 的 . 

关于 Fefferman 映射 定理 ,在 R. M. Range[1986] 的 书 中 有 很 
详尽 的 介绍 ,读者 可 以 参阅 . 
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第 六 章 。 层 与 上 同调 及 其 应 用 


在 本 章 后 面 读者 会 看 到 在 讨论 Cousin 问题 ! 的 解 时 ,很 自然 
会 引进 层 与 上 同调 群 的 概念 . 系数 在 Abel 群 层 内 的 上 同调 理论 
( 它 是 通常 的 系数 在 一 (常数 ) 群 内 的 上 同调 理论 的 拓 广 ), 正 是 讨 
论 象 Cousin 问题 7 等 问题 的 有 效 的 自然 的 抽象 工具 . 

层 是 1946 #E J. Leray (C. RAcad. Sci,Paris 222(1946),1366 一 
1368) 引进 到 代数 拓扑 中 ,但 是 在 H. Cartan 1944 年 的 复 分 析 论文 
(H. Cartan :Colleeted Works. R. Remmert and J. — P.Serre,eds. 
Springer 一 Verlag, New York ,1979 ,565 一 613) "P ELERERUZ MI ES, 
并 且 稍 后 一 些 , 在 K. Oka 的 工作 中 (K. Oka ; Collected Papers. Transl. 
by R.Narasimhan,with Comments by H.Cartan,R. Remmert , ed. 
Springer 一 Verlay , New York,1984, V I ) 也 独立 地 出 现 层 的 概念 ， 
层 的 更 早 根 源 ,当然 是 ,“ 芽 ”的 连结 集合 ( 它 是 层 的 基本 构件 ), 它 
已 经 出 现在 K. Weierstrass 的 由 全 纯 葡 数 元 素 解析 延 拓 所 生成 的 
“解析 构 形 ” 的 概念 中 . 

H. Cartan 立刻 觉察 到 层 论 及 其 相应 的 上 同调 论 的 重要 性 ,并 
已 经 在 他 1949 年 的 论文 ( 见 上 引 H. Cartan :Collected Works,618 一 
653) 中 系统 介绍 和 应 用 层 论 复 分 析 ,并 且 表 述 了 凝聚 解析 层 的 基 
本 概念 , 它 在 1950 年 和 1960 年 代 发 展 成 为 现代 复 分 析 中 的 主要 
研究 对 象 之 一 ,为 了 把 事情 说 得 更 清晰 ,必须 强调 层 论 在 本 质 上 是 
从 局 部 到 整体 的 一 个 十 分 有 力 的 工具 ,特别 是 在 复 分 析 中 的 重大 
成 就 和 广泛 应 用 是 那 十 分 深刻 的 解析 — 代数 成 果 凝 聚 解析 层 . 

本 章 我 们 简要 地 介绍 层 与 上 同调 论 ,表述 Cousin 问题 和 除法 
问题 以 及 它们 用 层 和 上 同调 这 个 抽象 语言 表述 的 解 , 关 于 凝聚 解 
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析 层 的 概念 以 及 著名 的 Cartan 定理 4 和 8 我 们 已 经 在 《$4.11 和 
$ 4.12 介绍 并 将 它们 应 用 到 Stein 流 形 上 的 积分 表示 理论 中 去 . 

读者 如 果 要 深入 了 解 层 和 上 同调 论 ,可 以 读 H. Cartan( 见 上 引 
H.Cartan:Collected Works,669 — 683) 和 J.P.Serre(Quelques 
proble'mes globaux relatifs aux varie'te's de Stein. Coll. Pulus. Var. , 
Bruxelles, 1953,57 一 68) 发 表 在 1953 年 “Colloque sur les functions 
de plusieurs variables"in Bruxelles 的 经 典 论文 ,还 可 参阅 1951 一 
52Cartan 讨论 班 的 报告 (H. Cartan 1951/52) ,L. Hórmander 
[1973]R. Gunning 8. H.Rossi[1965] 以 及 H.Grauert &. R. 
Remmert[ 1979 (1984, H. Grauert 和 R. Remmert 是 继 H. Cartan 和 
K. Oka 之 后 在 这 个 理论 上 有 主要 贡献 的 两 位 数学 家 ， 


$61 层 的 定义 和 基本 性 质 


6.1.1 层 及 其 截 影 
定义 6.1.1( 层 )” 设 两 拓扑 空间 多,X 及 映射 +:. — X Wi R 
A)r 是 连续 的 ,并 且 是 局 部 同 胚 的 ， 
(2) W- V 2 € X,Z,, — 07) 是 一 个 Abel BE, 
(3) 群 运算 对 于 多 的 拓扑 是 连续 的 ,这 时 称 ' 多 为 X 上 的 层 并 
dx GE a X). F. BD o7! (z) ER z ERZ (stalk). 
注 :所 谓 “ 群 运算 对 于 多 的 拓扑 是 连续 的 ”是 指 ,如 x 多 
表示 拓扑 空间 多 与 其 自身 的 拓扑 积 所 成 的 拓扑 积 空间 . 
F o F = (0. € F X |n = z(g)) 
S0 Z J: Z” x I HTAA < > Z 上 赋 以 诱导 拓扑 
积 ), 则 映射 
m: ° F — Z 
GD ef — g 
是 有 意义 的 ,所 谓 “ 群 运算 对 于 F 的 拓扑 是 连续 的 ”就 是 指 这 个 
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映射 m 是 连续 的 . 

现在 我 们 用 一 些 实际 例子 来 说 明 层 的 概念 . 设 >E 0" 是 一 个 
固定 点 ,V,V,W 是 = 的 开 邻 域 .为 了 强调 一 个 函数 的 定义 域 ,将 VU， 
VW 上 的 函数 分 别 写成 fo «gesta A. EV CUIRR fe EV ERY 
限制 记 成 1,, 形 式 上 ,我 们 将 二 与 所 |, 看 成 是 两 个 不 同 的 函数 . 

定义 6.1. 2( 函 数 芽 ) ”两 个 函数 Seg 称 为 在 点 2 等 价 ,如 果 
存在 开 邻 域 W CU NV AE fele = o |w. 这 种 函数 的 一 个 等 价 类 
叫 作 在 点 的 一 个 函数 芽 . 若 该 等 价 类 由 函数 了 所 决定 , 则 将 这 个 
函数 芽 记 成 f Rf 

在 点 = 的 所 有 解析 函数 按 定义 6. 1. 2 中 的 等 价 关系 分 类 所 得 
的 函数 芽 叫 做 在 点 :的 解析 函数 菠 , 在 点 :的 解析 函数 芽 全 体 记 作 
6. 在 点 = 的 所 有 0” 函数 按 定义 6. 1.2 中 的 等 价 关系 分 类 所 得 函 
数 芽 叫 做 在 点 的 c> 函数 芽 , 在 点 的 C0” 函数 芽 多 体 记 作 e. 

例 6.1.1 C0" 上 解析 函数 芽 的 层 0. 

层 9 一 >C" 的 具体 作法 如 下 : 

TC) 二 04, 事实 上 0s 等 于 在 点 2 的 所 有 收敛 短 级 数 , 它 按 普 
通 加 法 成 一 Abel 群 . 设 f 为 0, 中 某 个 元 素 , 它 由 在 点 = 的 某 个 邻 域 
已 中 定义 的 解析 函数 了 所 决定 的 等 价 类 . 于 是 了 也 同时 决定 了 在 
Y w Er 的 解析 函数 芽 f ,这 些 f 就 组 成 了 了 在 0 中 的 一 个 邻 域 

U(f) = (fvlw € U,UJ& f BJ sg X. 

Bo EUR 
n(fw) = w, 
它 显然 是 连续 的 ,并 且 是 局 部 同 胚 的 . 于 是 
f—g)—4—9 
群 运算 关于 这 个 拓扑 是 连续 的 . 

因为 71 CO 为 一 Abel 群 ,我 们 也 称 9 是 一 个 Abel 群 层 . 

例 6.1.2 DCO Eñ c> mE S. 

层 2 一 =D 的 具体 作法 如 例 1, 对 Y 2€ DA ac G) 一 d fs 
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€ 在 中 的 一 个 开 邻 域 为 

Ulfa) = {fwlw € Uf EU EC” H). 
Hox fib r EEH, EREE. z (2) 也 是 个 Abel 群 ,因此 
也 是 一 个 Abel fif. 

9 与 有 一 个 重要 区 别 , 由 全 纯 函 数 的 唯一 性 定理 , 层 9 是 个 
Hausdorff 空间 ,但 层 2 却 不 是 Hansdorff 空间 . 我们 以 RE C7 函数 
的 芽 层 为 例 来 说 明 . 

如 图 
6.1 所 示 ， 
f. 是 两 个 
ce 函数 ,其 
中 了 是 常 值 
函数 , 而 9 
fE z < z Bf 
和 了 相同 . 
9, 是 不 同 
的 芽 , 但 两 
者 不 能 用 邻 

图 6.1 域 分 开 , 因 
为 包含 天， 
Fg, 的 任何 邻 域 ,不 论 多 小 ,都 包含 有 共同 的 常 值 函数 的 芽 , 所 以 
E: # 不 是 Hausdoff 73 [8]. 

除了 层 9 和 4 外 ,还 可 类 似 地 考虑 连续 函数 的 芽 层 , 常 值 函数 
的 芽 层 ,甚至 任意 函数 的 芽 层 . 

引 理 6.1.1 XIV x € X, GO 中 的 零 元 素 0. 有 一 个 邻 域 是 


0. 


证 明 ”在 多 中 取 0- 的 令 域 ,使 与 x(Y) CCX 同 胚 ,根据 
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群 运算 是 连续 的 (因为 0. 一 0, = 0.),3 U C vfi 
p.p ER, 
BA 
任 取 a € U,z(a) = y € aV), iO, —a—a € V {E z(0,) = y,zx(a) 
=y, Hh x # V LÆRK dt a = 0,. D 

引 理 6.1.2 Wb. E X ERS—^ zn ATE BR S SU] z E: 
FRH. 

证 明 RUCI 是 开 集 , 则 对 Y z € rU) Et € V0, 使 得 
a0) = z, U 是 开 集 , 存 在 的 一 个 开 邻 域 YCU, 且 x 在 VY 上 是 
同 胚 映射 ,因此 x(Y) 是 X 中 的 开 集 . 显然 € x(V) C z(U), N H; 
(U) 是 X 中 的 开 集 , 即 z 是 开 映 射 . D 

定义 6.1.3( 截 影 ) 设 多 一 >X 是 一 层 ,WV 是 X 中 的 一 个 开 
子 集 , 映 射 S:U — Z 称 为 U 上 的 截 影 (Cross Section) ,如 果 

(DS 是 连续 的 ， 

(2)V z € U,x ° s(z) = rz. 

UV 上 截 影 的 全 体 记 作 QU), G r(U,Z) = 9, 例如 零 截 影 即 
在 其 中 . 

定理 6.1.1 设 多 是 X 上 的 一 个 层 ,如 果 两 个 截 影 8 ,SEE 
r(U 多) 在 某 点 to € U,Si(z) = S2(zo), 那 末 存 在 zo 的 一 个 邻 域 
V(zo) CU, 使 S|, = 8,1,. 

证 明 因为 5S, 一 S; € rl, 多 ), 而 (Si 一 5S2)(zo) = 0, 由 引 
理 6. 1. 1,0.。 的 局 部 全 是 0. 由 截 影 的 连续 性 ,3 zo 的 邻 域 V(zo) C 
U,8, 一 S;:V — Oxo 的 局 部 ,所 以 S11; = S; |+ 

定理 6.1.2 ”当心 是 复 流 形 X J EB TQ. = AU). 

证 明 ” 先 设 U 是 XX 的 连通 开 集 , 任 取 SErU,9) 及 zEU 有 
SG) = fa, H SHE z ARIER YERS AN, AERUS: KY BIR (Saw E Vf TE 
V EAV 是 :的 某 邻 域 } , 则 存在 z 的 邻 域 WCV, 使 Y wE W, sw) 
€ {天 |wer ,而 这 就 是 说 S|. = 有 |., 换 句 话说 ,对 VzEV,5 在 z 的 
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局 部 是 同一 全 纯 函 数 了 生成 的 芽 . 对 两 个 不 同 的 这 样 的 局 部 邻 域 
Wi Well W, N W; = @, UA flow, = g|w.nw, = slwnw,, 因 此 
SG U.W;) 是 同一 全 纯 函 数 了 在 W, U W, 上 生成 的 芽 , 再 由 UV 的 
连通 性 , 即 得 SCC) € AU). 

当 U 是 一 般 开 集 时 , 则 在 VU 的 每 一 连通 分 支 上 都 如 此 ,因此 
在 整体 上 仍 有 SU) € AW). D 

同样 的 结论 对 C” 函数 芽 层 , 连 续 函 数 芽 层 , 任 意 函数 芽 层 , 常 
值 函 数 芽 层 都 成 立 . 


6.1.2 RAS RAH FE ME 

定义 6.1.2( 层 同 态 ) aZ x,y x E: x Ema 
层 映射 mn:. 一 9 SESS E 

(1) 7 是 连续 的 ,并 且 是 保 蕉 的 (preserves Stalks), 即 有 交换 


图 : 
FUY 
mN Vm m = m ° n 
X 
(2) XWV z€ X,n fE a) 上 的 限制 
nl o7. 8. 
是 一 个 群 同 态 . 


从 定义 可 知 , 如 果 7:F 一 y ,7: 儿 一 2 都 是 层 同 态 , 那 末 ”。 
n: — 2 也 是 层 同 态 . 
定义 6. 1. 5( 层 同 构 ) 如 7:.F — % yes 是 层 同 态 ， 
并 且 7 .一 这 和 jy 一 这 则 称 7? 和 5 是 层 同 构 , 这 时 — #l % # 
为 工 上 的 同 构 层 , 记 作 多 = %. 
定义 6.1.3 ， 层 同 态 是 局 部 同 胚 的 . 
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证 明 dp x, —, x X ERA m y 
e 是 层 同 态 . 任 取 a € Z ib = n(a) € 多 ,要 证 1 在 4 的 局 部 是 
同 胚 的 . 因为 了 是 连续 的 ,im 是 局 部 同 胚 的 ,如 记 m (a) = m) 
= z € X, 则 必 存 在 a 的 一 个 邻 域 0 C 多 和 5 的 一 个 邻 域 Y Cm. 
满足 n(U) CF( 由 ?的 连续 性 ), 同 时 己 ,F 分 别 在 mm 和 z 的 局 部 
同 胚 . 将 


7; —7»,?1) 
限制 在 0 上 ,由 此 7(V) CV m oos 是 同 胚 的 ,所 以 
n = m2 lem 

是 局 部 同 胚 的 . 

定义 6.1.6( 子 层 ) 设 灾 一 *X 是 X 上 的 层 ,多 ,是 多 的 子 
集 , 满 足 

MF, 是 多 的 开 集 ， 

(2) 对 VY z€ x, p a7 G) Rc! GO RB — 4 BE N Z PE 
为 多 HFE. 

FEF, 也 是 X 上 的 层 ,多 ， 的 拓扑 由 的 拓扑 诱导 而 来 ,其 
BRE z E.Z, EW). Z FEZ RR GA om] H0 

定理 6.1.4 dig 59 BE: X ERIS Kern 和 Imy 分 
aE Z MZ 的 子 层 . 

证 明 (1) 验证 Kern 是 多 的 子 层 

iym (Kern) = m ° n(Kerņn) = m+ (Os ) = X. 

i)Kern 是 多 的 开 子 集 :类 为 Kern = 9 (08) ,而 根据 引 理 6. 
1. 1, 层 中 任 一 零 元素 的 局 部 都 是 零 ,因此 O, 是 多 的 开 集 , 再 由 7 
的 连续 性 ,可 知 71(0s) = Kern 是 F 的 开 集 . 

ii) 因为 7 限制 在 每 一 x-!'(z) 上 是 同 态 , 故 对 Y z € X, (Kern) 
n Z, = (erp N 7G) BRE aC GO 的 子 群 . 

其 它 的 成 层 条 件 都 是 明显 的 . 

(2) 验证 Im 是 & 的 子 层 
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i)a (Imn) = m>(n(.ZZ)) = m ° (F) 
= s (9) = X. 
ü) 因为 Z 本 身 是 开 集 ,根据 定理 6. 1. 3, E Je RID HEB A 
此 Im; = 267) C % 是 开 集 . 
ii) 因为 了 是 同 态 , 所 以 对 Y z € X, (Im), = 207.) 显然 是 
Y. 中 的 子 群 . 
其 它 的 成 层 条 件 都 是 明显 的 . 
定义 6.1.7( 商 层 ) 设 多 一 >X 是 层 ,8S 是 多 的 子 层 , 按 子 
层 定义 对 Y , € X,S, 是 Z, 的 子 群 .因为 Abel 群 的 任何 子 群 都 是 
正规 的 ,因此 多 :/S: 是 商 群 . 令 
SIS: —-U S. 
对 Z/S 赋 以 商 拓扑 , 并 定义 Z/S — Xal Z/S) = z, WI 
CE /S,2, X) 也 是 X 上 的 层 , 称 为 层 .F 对 其 子 层 5 的 商 层 , 常 记 为 
F |5. 
FOB dA MA pier — Sip = plo F> Is 
示 自 然 投 影 , 则 7C 2 /S ERR V Z 中 的 开 集 ， 
这 种 定义 本 身 就 表明 p 是 连续 的 ,因此 
p: > F /S 


是 层 同 态 . 
例 6.1.3 设 X 是 复 流 形 ,9 是 X 上 全 纯 函 数 的 芽 层 , 任 取 to 
€ 
S= {(X 上 全 纯 , 但 满足 f(zo) = 0 的 函数 的 芽 层 }， 
这 时 


TE to 全 纯 并 取 值 0 的 函数 的 芽 , 当 z = zo. 
S 显然 是 9 的 子 层 . 


由 上 面 的 定义 ,8./S; = 0,V z Er, M x — zo 时 ,因为 [f 一 
f(zo)]|。, 所 以 任何 了 一 E 9.,, 都 等 于 f(zo) ,所 以 815:, 衬 C, 因 此 
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这 个 商 层 有 的 称 为 “摩天 大 厦 " B. 
定义 e.1.8 《 正 合 序列 )X 上 层 的 同 态 序列 
= — , 2 — 2 
称 为 在 9/ 处 正 合 ,如 果 Im = Kera C 338 6. 1. 4 两 者 都 是 2 的 
+J). 
如 果 层 的 同 态 序 列 
(6.1.1) FT 


d, daa 
> aam 


在 每 个 Z, 处 都 是 正 合 的 , 则 称 序列 (6. 1. 1) 为 层 的 正 合 序列 . 
最 常用 的 层 正 合 序列 是 下 列 层 的 短 正 合 序列 
(6.1.2) o> E, e x0 
这 里 0 表示 0 层 , 即 对 zE X,z-'(z) Hu — 0 元素 所 构成 的 平 
AE. 按 定义 ,因为 (6.1.2) 是 层 的 正 合 序列 ,因此 ) 是 单 的 , 即 
Kerà = 0, 所 以 4 是 1 一 1 映射 ;4 必须 是 满 的 , 即 (2) = ZF) 
时 有 Im = Kerz. 
例 6.1.4. 以 Z 表 复 流 形 X 上 由 整数 构成 的 层 ,9 表示 X 上 
全 纯 函 数 的 芽 层 ,0" 表 处 处 不 为 零 ( 在 每 点 邻 域 中 ) 的 全 纯 函数 的 
芽 层 (注意 9" 的 群 结 构 是 通常 的 乘法 ), 则 


(6.3.1) orzo IN g -0 是 正 全 序列 .其 中 同 


态 映射 ;为 包含 映射 ,exp2r /一 1 5E SUR M. € 8., 则 
à = exp2z 1: f (exp27 J— 10. 
证 明 ”要 证 明 (6. 1.3) 是 一 个 层 正 合 序列 ,只 要 证 明 Keri = 
0,Im(i) = Ker(%) 和 Im(2) = 6°. 
Keri = 0 是 显然 的 ;又 我 们 有 Ker(A) = kerCexp2z J—D-2 
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(fle = 1) = (Z) = Imi; 所 以 主要 需 验证 的 是 最 后 一 个 式 子 . 为 
此 任 取 f: € 6; ,f: 是 某 一 在 z 的 邻 域 不 为 零 的 全 纯 函数 的 芽 , 因 它 
1 


ROSE MU — conf, 存在 ,并 且 在 的 领域 全 纯 , 它 定 义 4 
中 的 一 个 芽 , 显 然 有 一 一 一 logf， L 了 ,因而 同 态 A = expr 


2z./—1 
二 了 是 满 的 , 即 Ima) = 6* ,证 毕 . 口 
定理 6.1.5 WRZ ES 的 子 层 , 那 末 
(6.1.4) 0 一 1 一 >8->.F /8 一 0 是 层 的 正 合 序列 ,其 中 
同 态 i 是 包含 映射 ,pr 是 自然 投影 . 
证 明 ”在 .1 处 正 合 :Ker(i) = 0, 因 为 ;是 包含 映射 ,这 是 显 
然 的 . 在 多 处 正 合 :Ker(p) = ImG) = Z, X RA f € 
` Ker (p) W p(f) = 0(Z / F, 中 的 零 元 素 ), 故 了 E Z. ES IT 
处 正 合 :Im(7) = 多 /多 ,, 即 p 是 满 射 ,这 由 自然 投影 射 ? 的 定义 立 
知 . 口 
6.1.3 TE 
定义 6.1.9( 予 层 )” 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,2x 表 示 X 的 所 有 
开 集 所 成 的 族 ,对 每 个 UE A 对 应 有 一 个 Abel 群 多 (0), 且 对 于 
两 个 U,V € Ux ipi U V, 则 有 一 个 Abel 群 同 态 prvi (U) 一 
(V). ËF U), prhe U , 满足 相 容 条 件 : 
i) 对 任意 的 U,V,W € Kr HAUDVDW, WA 
Puw = pyw ° Pws 
那么 (多 (UV) ,pw)ve2, 称 为 拓扑 空间 X 上 的 一 个 予 层 (prexheaf). 
如 果 一 个 予 层 又 满足 以 下 二 个 条 件 : 
ii) 如 UU, (Ui)ies RE X WAR, WI B. U = WÈ fg € 
FU) HRY í € L4 pw, CD = pw CD M] f = g- 
Hi) 如 U, (U), AE X RR, Tf B. U = UU. mas i E 1, 
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有 一 个 所 多 (Ui) 且 适 合 
Popunie, (fi) e= [ue 

WV ij€ I 5u n U, d. 则 一 定 存在 一 个 f E Z (U) 使 得 
pa, QD = FREH i E L 

这 样 的 于 层 (F(U) ,pw)ve2 ,就 称 为 拓扑 空间 X 上 的 一 个 完 
备 予 层 . 

例 6.1.5 X= F 是 n 维 欧 氏 空间 ,2Cx 是 r 中 所 有 开 集 之 
族 ,对 中 任 一 开 集 U,F(V) J U EC 函数 全 体 ,对 函数 的 点 加 
H F U) RAA Abel BEER HOD JEU V ELU D V B pos 
就 是 将 UU 上 的 c 函数 限制 在 了 上 的 限制 映射 ,显然 pw 是 多 (U) 
到 .Z (V) 的 一 个 Abel 群 同 态 . 容易 验证 这 样 的 (多 U) pre y 
满足 定义 6.1.9 中 的 DiD ii) 三 个 条 件 ,因此 它 是 X= 局 上 的 一 
个 完备 予 层 . 

定义 6. 1. 10( 直 接 极限 ) S= (asc) 称 为 一 个 有 向 集 ， 
如 果 在 S 上 有 一 个 自 反 ,传递 关系 < (Bj a <a;a <b,b < oa < 
0) ,使 对 YV a,b E 8, 必 3 导 cE€ 5 使 ca 和 c 玉 5( 注 意 有 向 集 的 定 
义 中 并 不 要 任何 二 个 元 素 ab ZDA a < b Ro < a WRR). 
(Guess <s pa} 称 为 有 向 集 S 上 的 Abel 群 系 , 如 果 G. 都 是 Abel 
群 ,对 < b 有 群 同 态 we:G, o 6,, 而 且 它们 满足 

pu = 恒 等 映 射 
Pa ° Pa = pa, 35 a < b < c. 

在 有 向 集 S 上 的 Abe BER ARTES BET TRR: M z € G,,z € 

Gesty ~ z@3 a € S Ba<b#la < c, 4848 
poa Ts) = pa(z.). 

这 样 引进 的 — 关系 是 一 个 等 价 关 系 , 而 且 等 价 类 的 集合 中 有 一 个 
自然 的 Abel 群 结构 ( 伍 鸿 向 , 吕 以 攀 \ 陈 志 华 [1981] 附录 二 》. 

现 用 G 记 这 个 等 价 类 集 ,表示 为 


(6. 1.5) 
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G = limG,, 


Br G H (G.).e. 的 直接 极限 . 

层 和 完备 予 层 有 明显 的 同 构 关系 :通过 直接 极限 可 以 从 完备 
子 层 过 渡 到 层 , 反 之 可 以 通过 层 的 截 影 得 到 完备 予 层 . 下 面 说 明 这 
个 同 构 关系 

1°. 完备 予 层 => Jë 
从 一 个 完备 子 层 可 以 唯一 地 定义 X 上 的 一 个 层 结构 ,其 方法 
如 下 : I 

CZ QD) p veze 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 予 层 ,对 VY z € 
X z 表示 z 的 开 邻 域 全 体 ,2 对 于 集合 的 包含 关系 来 讲 成 为 一 
个 有 向 集 ( 即 如 果 U,VE 2e. V CU 就 认为 F<U, 则 VY U,V € 2, 
3W € WU, 使 记 CV 和 WCV, 这 个 WW 的 存在 是 显然 的 ,最 简单 的 
取 W 一 UNV 就 可 以 了 ;这 就 表示 3 W € 2e, WU RW-V), 
而 且 pw WED BEEL UG Que + < pw) EA ARK, Eú — 
个 Abel 群 系 , 因 此 可 按 定义 6. 1. 10 所 说 的 方法 在 d SQ) GE 


GF Uu) E3BE— 4422 RBIXEV f € ZU) Myg E 


FV) 88 3 WCUNVE c, 
pus (f) = pav (g), 
就 是 说 了 一 9. 这 个 ~ 是 一 个 等 价 关 系 , 记 y FU) 按 这 个 等 
ue 


价 关系 所 得 的 等 价 类 的 集合 为 T. N 
(6.1.6) Z, = m7 U) 


vev, 


这 个 Z, 有 一 个 自然 的 Abel 群 结构 . fg. € 多 ,它们 都 是 某 个 

等 价 类 ,7 € 9 (U) Sg € Z (V) X fog. 的 代表 元 素 . GE w CU 

N V Uf. + g ELH pow CP + pow (g) 所 代表 的 等 价 类 , 它 不 依赖 

于 代表 元 素 的 选取 . 设 了 Ee FT), € 9 O0 分 别 为 fo 的 另 一 
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个 代表 元 素 , 则 对 于 Vi CU C Ü,# ps O = iv DFV C V 
Dn PUN m (D = or GÀ. FERE S CL Ui NVWA + g 又 定义 为 
Pum (pun GP) + pv e Coe (9)) 

所 代表 的 等 价 类 .但 对 于 Wi C w n FRIA 
pow Lov, s Coo, O + pm Co, (9))] 
= paw Lov Cow, Q2 + pvr Cow, (g))] 
= pus C) + ps (9) = pus Low (f) + prs C92]. 
所 以 
peu Cp, FD) + py e Core (g) ~ pu (f) + pu (g). 

在 => = UE. 上 可 仿照 9,&E 引进 拓扑 如 下 :注意 到 JE 
S (UU € re 在 决定 多， 中 的 一 个 等 价 类 的 同时 ,也 对 每 个 y 
€ U € ,决定 了 多 ,中 的 一 个 等 价 类 ,于 是 我 们 将 
(6,1,7) (fV y EUSE FU) 

就 作为 中 的 一 个 开 集 , 当 U 取 遍 中 的 所 有 开 集 ,f 取 遍 
Z (U) 中 所 有 元 素 ,就 得 到 2 的 拓扑 . 

再 定义 :多 — X z( ,) 一 z 这 样 的 zx 自然 是 局 部 同 胚 . 
这 样 (多 ,x,X) 就 是 定义 6. 1. 1 所 定义 的 层 了 . 

TR > KTE 

W CZ um X) 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 hbel 群 层 ,以 Ux 表示 X 
上 的 开 集 全 体 , 那 末 对 Y VE Ux,V 上 的 截 影 全 体 F(U, 多 ) 显然 
成 一 Abel 群 ,定义 psc iT VZ) — ToQW 57) 为 限制 映射 , 则 对 任 
—8 € T(,F) pw C) 381. ARRE, CU, Z) , po ve zz 是 拓 
扑 空间 X 上 的 一 个 完备 予 层 . 这 个 完备 了 予 层 又 称 为 层 多 MESE 
备 予 层 , 常 记 为 分 . 

因为 层 和 子 层 是 互相 等 价 的 ,所 以 有 些 书 的 讲法 在 次 序 上 不 
尽 相 同 , 有 的 书 先 定义 予 层 再 通过 完备 予 层 定 义 层 , 把 予 层 称 为 
层 , 把 层 称 为 完备 于 层 的 相伴 空间 (例如 伍 鸿 巾 , 吕 以 华 、 陈 志 华 
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[1981] 附录 二 )》 
$ 6.2 系数 在 一 层 内 的 上 同调 群 


在 拓扑 空间 上 定义 取 值 于 层 的 上 同调 群 的 方法 有 Alexander 
— Spanier ,de Rham ,Grothendick 和 C ech 等 好 几 种 方法 ,不 过 这 些 
上 同调 理论 都 是 同 构 的 . 本 节 介绍 Grothendick 的 上 同调 理论 , § 6. 
23 再 介绍 Cech 的 上 同调 理论 和 说 明 它 们 同 构 的 Leray 定理 . 


6. 2. 1 ”松软 层 和 松软 分 解 

考虑 拓扑 空间 X 上 一 个 层 的 短 正 合 序列 
(6.2.1) 0 9r — 9 — Zr,— 0 
由 于 序列 (6. 2.1) 是 正 合 的 ,所 以 Kera = 0, BD 是 单一 同 态 , 因 而 
多 ;可 以 看 成 和 Im 一 AGE) 一 样 是 罗 的 一 个 子 层 ; 此 外 还 有 Im% 
= ACA) = Kertu, u 是 满 的 ,所 以 
(6.2.2) F= F Xe S E, 
即 罗 * 可 以 看 成 多 对 多, 的 商 层 . 

任 取 X 上 的 一 个 开 集 VU, 序列 (6. 2. 1) 自然 地 诱导 出 U 上 截 影 
间 的 一 个 同 态 序列 
(6.2.3) — 0 QU) rU, F) 9 TQ 2). 

定理 6.2.1 如果 序列 (6. 2. D 是 正 合 的 , 那 末 同 态 序列 (6. 
2.3) 是 正 合 的 . 

证 明 HARHA 的 意义 : 设 了 E TOU RUE XA f 
一 4。fETC,2)，u" 的 定义 类 似 . 由 这 个 定义 就 可 看 出 %" 是 单 
的 :因为 对 Vz E UA f= 09402 = 0, € 多 ,但 + 是 单 的 , 故 天 
= 0, € (F) B f= 0 E TV,F). 

再 证 ImA" = Kerut. 首先 ImA* C Kera" 是 明显 的 ,所 以 只 要 
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证 Kery" C Ima" ,为 此 任 取 9 € Kern" BPIH V z € U,# ug, = 0, 
€ (Z,.,H(6.2.1) 的 正 合 性 , 习 f. € C 0. IE Af. 一 9 但 2 是 
EAS ,是 局 部 同 胚 的 ,因而 存在 z 的 一 个 邻 域 已 C 避 ,使 好 | = 
glv,, 对 另 一 点 y EV ,同样 3 f, € (多 1), 和 y 的 一 个 邻 域 Y,CU 使 
M |v, = gl, IR U. N U, < 0, 那 末 就 有 4(f — fO lus = 0, BF 
VEU. NV, EE f = PRU f RERUR BONES TCU 970 中 的 元 
Ex. 


值得 注意 的 是 ,虽然 在 序列 (6. 2. D 是 正 合 的 条 件 下 可 以 推 
出 序列 (6. 2. 3) 也 是 正 合 的 ,但 一 般 不 能 得 出 . 
(6.2.0. 0-9 TU) STU FT) 9 TU, A72) — 0 
是 正 合 序列 的 结论 ,主要 原因 是 一 般 来 说 ,w” 不 是 满 的 ,这 是 因为 
序列 (6. 2. 1) 中 的 层 同 态 和 “只 是 局 部 的 性 质 , 具 体 来 说 (6. 2. 
1) 中 的 


(6. 2. 5) ZF, —> 0 
只 是 一 个 局 部 的 性 质 , 而 
(6. 2. 6) rU, Z) —— TQ 72) — 0 


却 是 一 个 整体 的 性 质 , 它 要 求 每 一 "E r, 都 是 一 个 VU 上 多 
的 连续 截 影 在 映射 4 下 的 象 . 从 (6. 2. 5) 只 能 推出 (6. 2. 6) 在 局 部 
是 对 的 ,但 局 部 不 一 定 能 拓展 成 为 整体 的 结论 . 

本 段 末 了 我 们 要 构造 的 上 同调 群 正好 就 是 序列 (6. 2. 4) 非 正 
合 程度 的 一 种 度量 . 

例 6.2.1 已 知 有 层 的 正 合 序列 ( 见 例 6. 1. 4) 


exp2mr 


(*) 0 一 0 一 0 一 ~0 — 0. 
现 取 U 为 复 平面 上 的 环 
U= {z€ cC|1<|z| <2}, 
则 由 层 的 正 合 序列 ( x ) 诱导 出 的 UU 上 的 截 影 序列 
(x x) 0—T(,Z)— F(/,0) — T(U,0*) 一 0 在 最 后 位 置 不 是 
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正 合 的 ,例如 , 取 z € r(,07 ) ,如果 可 以 找到 单 值 全 纯 函 数 f € 
T(U,0) = 4(V)( 见 定理 6. 1. 2) ,使 exp2zif = z, 则 


1 
f = a 


就 将 在 1 二 |z| < 2 中 全 纯 , 这 是 不 可 能 的 . 

下 面 我 们 拓 广 层 的 概念 , 即 引 进 所 谓 松软 层 (flabby Sheaf) ,使 
得 序列 (6. 2. 4) 在 松软 层 的 意义 下 是 正 合 的 . 首先 我 们 有 

定义 6.2.1 设 多 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 层 ,如 果 对 每 一 开 
集 U CCX, 都 有 
(6.2.7) TG) —— QU) 0 
是 正 合 , 这 里 是 限制 映射 , 则 称 多 为 松软 层 (flabby sheaf). 

(6.2.7) 表示 局 上 的 每 个 截 影 都 是 X 上 某 个 截 影 在 已 上 的 限 
制 , RAHU 上 的 每 个 截 影 都 可 以 扩充 为 X 上 的 一 个 截 影 . 由 全 
纯 函 数 的 性 质 可 知 ,全 纯 函 数 的 芽 层 不 是 松软 层 ,但 C" 上 任意 函 
数 的 芽 层 却 显然 是 松软 层 . 从 这 一 事实 启发 我 们 得 到 下 面 的 (参考 
' 层 的 连续 截 影 的 定义 6. 1. 3) 

定义 6.2.2 设 多 -一 ~X 是 一 层 心 是 X 中 的 一 个 开 子 集 , 映 
射 8S:U — F 称 为 U 上 的 不 连续 截 影 ,如 果 

(1) 5 不 一 定 是 连续 的 ， 

(2 Vr€ U,x ° s(z) = z. 

AOF) 表示 多 的 所 有 不 连续 截 影 的 芽 生 成 的 层 , 显然 
C 7) 是 松软 层 . 

层 的 松软 分 解 或 Grothendicd 分 解 ”根据 6.1.3 段 所 说 层 和 于 
层 的 关系 , 层 多 可 以 看 成 是 所 有 取 值 于 多 的 连续 截 影 的 芽 构成 
的 层 , 因而 层 多 TEREC) HFE LAEZ = 
C( 多 )/ 多 ,由 定理 6.1.5, 我 们 有 层 的 正 合 序列 
(6.2.8) 0> 9 —— c( Z) Z — 0. 

其 中 i 是 包含 映射 ,p 是 自然 投影 
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对 57 继续 同样 的 步 又， 令 CO) = C(F1),97 = 
C( 多 1)/ 多 1 ,一般 地 , 令 
CLF) = CF), F = COF )/ F" ,k > 0. 
ER Z° = Z, = C. 
对 VY 之 0, 我 们 有 正 合 序 列 
0> geom) e gno 
0— gne OFT) PS gne — 0. 
& d, = à+ ° pe Wu 
Imi, = Kerp, = Ker (isı ° p) = Kerd,, 
所 以 


rn 


0» grise pom) e eon at gne 

是 正 合 的 从 头 开始 ,这 样 一 直下 去 就 得 到 长 正 合 序列 : 
(6.2.9) 0—> F — , C (E) o» GR) OT)... 
或 简写 为 
(6.2.10) 0-- Z >F) 

(6. 2.9) 或 (6. 2. 100 FRU E: F 的 软 松 分 解 或 Grothendick 分 
解 . 

引进 松软 层 的 主要 目的 是 使 序列 (6. 2. 4) 是 正 合 的 ,这 就 是 
下 面 的 

$3622 #0> 7—7 F, 0 RHIN x 
上 的 层 正 合 序列 ,并 且 Z 是 松软 层 , 风 截 影 序列 
(6.2.1. 0— FG) — 9 FG) M T(X F) — 0 

也 是 正 合 的 . 

证 明 前面 已 经 说 过 ,除了 是 满 射 外 其 余 都 没有 问题 . 下 
面 我 们 证 明 在 定理 的 条 件 下 x” 是 满 射 . 

任 取 S2 € (X, Fa), HT u: 一 翁 , 是 满 的 ,4 又 是 局 部 同 
胚 的 ,所 以 对 任意 取 定 的 zo € X, ETE z 的 一 个 邻 域 U, E S € 
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TQ. 97) f u.s = us = s do, ,我 们 的 目的 是 将 5S 延 拓 成 整个 X 上 
的 截 影 ,使 它 仍然 满足 w"s — s. 

如 果 8 不 能 延 拓 至 整个 X, 就 设 G 是 5 的 最 大 可 能 延 拓 域 ;于 
是 GCX 但 G 关 XX, 任 取 z € 36,zr € X. 

和 上 面 所 说 的 道理 一 样 ,存在 z 的 邻 域 V 及 一 个 h€ FTCG， 
7) li uh = STE ul — h) lonr = 0,18 Kern? = Imh" ,所 
UFES € TCG 由 V ,多 1) ,使 
(6. 2. 12) (s — h) |onv = As. 
因为 Z, 是 松软 的 ,Si 可 以 连续 延 拓 到 整个 X, 即 3 5, € T(X， 
F) fi S, ons = S, 18 AG |) + & ECU, Z), PLAC. 2. 12) 可 
以 写成 

[CAMP + h) lenr = S env, 
š S, r€ G, 
所 以 AS ch. rEV 
就 定义 T(G U V 57) BI — DER S, MR uS = S,|suv GX LG ES 
的 最 大 可 能 延 拓 域 矛盾 . 定理 证 毕 . 口 
(参考 H. Grauert & K. Fritsche[1976] 第 六 章 定理 1. 9) 

推论 6.2.1 如 果 0 一 1 一 > 多 一 > 多 ,一 0 是 层 正 合 序 
列 , 并 且 多 1 和 多 都 是 松软 层 , 则 .多 ,也 是 松软 层 . 

证 明 , 由 于 多 , 和 多 都 是 松软 层 ,所 以 有 下 图 

rA, Z) — QU) — 0 


va UP 

TOG Fa) — T(U 372) — 0 
+ Y 
0 0 


其 中 a。 和 8 都 是 限制 映射 .上 图 第 一 行 及 两 列 都 是 正 合 序列 . 由 于 
多 是 松软 层 ,所 以 “是 满 的 ,由 定理 6.2.2, 两 个 "也 是 满 的 ,由 
此 立 得 p 也 是 满 的 , 即 2 也 是 松软 层 . 口 
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Hit 7 是 松软 层 , 则 其 Grothendick 分 解 的 各 项 都 是 松 
软 层 . 


WEB] ”由 Grothendick 分 解 的 定义 和 推论 6. 2. 1 立 得 . 
6.2.2 Grothendick 上 同调 


任 给 一 层 ( 多 ,x,X), 那 末 层 Z 的 Grothendick 分 解 
(6.2.9 0— FF) e GE) e eG) o» e 
是 一 个 层 的 正 合 序列 , 它 自然 地 诱导 出 一 个 截 影 群 的 同 态 序 列 : 
(6.2.13) 0> X, F) —— (X067) — 9 FOX 0 )) 


ETX, eG) > e TXT) —— 
T(X,CrC7)) denm ... 
要 注意 它 不 一 定 是 正 合 序列 . 
下 面 定义 的 上 同调 群 就 是 同 态 序列 (6. 2. 13) 非 正 合 性 的 “ 度 
R”. 
定义 6. 2. 3(Grothendick 上 同调 群 ) 同 态 序列 (6. 2. 13) 非 正 
合 性 的 “度量 ”定义 为 X 上 取 值 于 层 . 的 上 同调 群 (或 称 为 X 上 系 
数 在 层 多 内 的 上 同调 群 ), 即 


(6.2.10. PAZ): = Kerd 
Imd,_, 
Ker(F(X ,C' C7 )) — FOX CU 67 ))) 
M(X, FZ )) > FOG CH GA )0) ` 


M p= 0, E X cC) = 0,4_, = 0. 

注意 , 当 p = 0 时 ,ECX, 多 ) = Kerdo, 但 由 于 序列 

0 — T(X,7) — FOGC QE )) -二 -TOXCICZ)) 

dg TOC, G2) 处 总 是 正 合 的 ,因此 Kerd = ImG) ,但 ;是 包含 同 
态 , 是 一 一 的 ,所 以 有 
(6.2.15) HAGAE) = r(x,Z). 

定义 6.2.4 拓扑 空间 X 上 的 层 多 称 为 零 调 的 ,如 果 它 满足 
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H'(X,Z) = 0,V p> 1. 
松软 层 的 主要 意义 是 因为 它 是 零 调 层 ,也 就 是 我 们 有 
定理 6. 2. 3 ”松软 层 是 零 调 层 . 
证 明 ”我 们 考虑 下 列 图 表 


0 o 0 o 
SF `N A 
K n 
EN FCN 
OF om TN e CO) eom) e Gg) m 
/ N Z N 2 
E, r » 
Y £ ` £ x 


其 中 所 有 的 层 都 是 松软 的 ,根据 松软 分 解 每 条 斜 线 都 是 层 的 正 合 
序列 ,它们 自然 地 诱导 出 下 列 截 影 群 的 同 态 序列 : 


0 9 Q 
` 7 ` 7 
T2) X, S) 
à à 
⁄ N JON 
OANA, PENX, C G7) e pO CF) LK e 697) (x e o9) -ee 
^ 
/ N Z ÓN 
TG) TX Sn) rex, 
Ë x 
0 £ 0 ` 
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其 中 i 是 包含 同 态 ,p 是 自然 投影 ,di — u ° p. 由 定理 6. 2. 2， 
每 条 斜 线 都 是 正 合 的 , 现在 如 能 证 明 横 线 序列 在 [(CX， 
Cr 多))(Y P> D 处 的 正 合 性 , 那 末 就 有 不 (X, 多 ) = 0(V p > 
D ,定理 就 证 明了 . f 

现 以 P(X,c2(Z)) 处 为 例证 明 其 正 合 性 , 即 要 证 Keri; 一 
Ima). 

HX Imd = Imp) = mli) (` p 是 满 射 ) 

Kerd, = Ker (isp) = Kerp C'i 是 单 射 ) 

但 Imi = Kerp Ce PREA) 
所 以 Kerd; = Imd,. 
定理 证 明 . 口 

定理 6.2.4 RPF — Z; 是 层 同 态 , 则 诱导 出 交换 图 : 

0 E, — CC) Me OG) e GR) — 
(6.2.16) yp Y 9» EA ua 

0—9 =, >C(F a) >C (F) > C GE.) asa 
并 且 ,如 果 0 一 多 ,一 宛 一 到 ,一 0 是 正 合 的 , 那 末 
(6. 2. 17) 


0 0 0 [^ 
Hu v Y Y 

OF >C (F1) > CF) > CF) > e 
+ Y Y Y 

0 一 到 一 C (@⁄)—C GF)-—C QE) 
Y Y Y Y 

O>Fı >C (Fa) > GE, > COE. — --- 
Y Y Y Y 
0 0 0 0 

每 行 每 列 都 是 正 合 的 . 
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证 明 1° (6.2.16) 的 证 明 从 mw 到 mo 的 诱导 的 含意 是 : 因 
为 C( 多 1) 是 多 1 的 不 连续 截 影 的 芽 层 ,因此 如 将 任何 一 个 取 值 
多 1 的 局 部 不 连续 截 影 f, FREA 则 可 定义 eL: = 
[pf1j, 后 者 已 是 取 值 于 F: 的 不 连续 截 影 的 芽 , 因 此 有 pF) 
> C( 多 ,). 这 样 定义 的 wm 显然 将 连续 截 影 映 为 连续 截 影 , 因 此 它 
诱导 
PF} =F D/F > Z) =F D/F 
于 是 得 到 交换 图 
0— X, — (Z) > 0 
+ 9 Y Po Y ^ 
0> X. C(Z,) > 0 
同 理 可 得 
0> Z — C UZ) > S — 0 
yn y 9. m 
0— 3-0 (Z) > x0 
将 它们 拼 在 一 起 就 得 到 (6. 2. 16). 
2° (6.2.17) 的 证 明 :为 简便 计 , 以 


0 一 ~9, 一 。 多 一 Fi 
+ Y Y 
0-0) — 097) -- 0G.) — 0 


为 例 , 要 证 在 C7). 处 的 正 合 性 , 即 要 证 明 Ima, = Kerm. Ima, S 

Kerm 是 显然 的 ,所 以 只 要 证 明 Kerm S In?j ,为 此 任 取 多 的 不 连 

续 截 影 的 芽 [f] € Kem AP fE Z 的 一 个 局 部 不 连续 截 影 , 因 

为 0= [f] = [wu 门 ,所 以 在 了 的 定义 域 的 任意 一 点 z, 有 pf- = 0, 

由 0 一 多 ,一 多 于 Z, BIER f, € Fi Ë AC) 
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= f., FE: Af = [f], BI Kerm C Ima. 其 它 各 列 的 证 明 类 似 ， 
至 于 各 行 的 正 合 性 则 是 从 Grothendick 分 解 就 知道 的 . 

设 0 一 多 1 一 .一 多, 一 0 是 一 个 层 的 正 合 序列 ,分 别 作 它 
们 的 Grothendick 分 解 ,由 定理 6. 2. 4, 我 们 有 交换 图 表 (6. 2. 17) 而 
(6. 2. 17) 又 自然 地 诱导 一 个 截 影 群 的 同 态 序列 : 


(6. 2. 18) 
0 0 0 0 
+ + + + 

GO AFD) — XAF — XCF DD =e FOGCHOR D m 
+ ' ' + 

0— TAF) — MAAF — NXP) = m m TXF )) 一 
+ + + + 

0 — XF) — MXF) 一 FOGCIGE2) 一 TOCGCHG2)) — oe 
+ + + + 
0 0 0 0 


要 注意 的 是 (6.2.18) 是 普通 交换 群 之 间 的 同 态 序列 . 因为 
COE) 0 GRE) 0I GF Q Z0) 都 是 松软 层 ,由 定理 6.2.2 知 道 ， 
除 第 一 列 外 ,各 列 都 是 正 合 的 ,但 行 不 一 定 正 合 ,其 非 正 合 程度 是 
由 各 行 的 上 同调 群 表征 的 . 

为 了 叙述 简单 ,我们 将 (6. 2. 18) 用 下 图 代表 


(6. 2. 19) 
0 0 0 0 0 0 
vov Y Y Y Y Y 

0— A e e je oe ees ce Ate Ar DI aet ce us 
Vv Y Y Y Y Y 

0 -> B> 站 
+ + NE" + + _ 

o> C» e n Is eo es creer Ier ae us 
vov Y Y Y Y Y 
0 0 0 0 0 0 0 


EP ans Br OIRRE, CH C0) TOC CH G2) TOC, 
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C0"(. 多 1)); 同 调 群 


HG) Kerd, Ker(4 — At!) 


Imd, — Im(A'! — A)’ 

fI H*GD ,H*CC) DARRERE HX, Z) HHX, F), HX, 
$0. XU p> ORJA ep = 0,0 og = 0 & rti, P = 0. 

交换 图 表 (6. 2. 19) 中 除了 第 一 列 外 ,其 余 各 列 都 是 正 合 的 . 
利用 同调 代数 中 的 方法 ,可 以 从 图 表 (6. 2. 19) 自然 地 诱导 出 一 个 
同调 群 间 的 同 态 序列 ， 

e — H'(A) se H’ (B) EL H*(C) NN H'* (A) — + 

其 中 同 态 映射 a* 5n 007 的 具体 诱导 方法 如 下 : 


0 0 0 
Y Y Y 
—- VERG po A+ > 
(6. 2. 20) va ya yha 
— EN p pr 
vB v5 A 
e PERS o cem 
us Yó 2 
0 0 0 


( 注 :各 行 之 间 的 同 态 我 们 都 用 记号 apd, 不 难 根据 实际 情 
况 加 以 区 别 ) 
i) 同 态 
a':H'(A) = 
的 诱导 定义 . 
只 要 验证 a(Kerd,) C Kerd, 及 a(Imd,_,) C Imd,-1) 即 可 . 设 > 
€ Kerd, , 则 dar = ad,z = 0,B[ ar € Kerd; 再 设 zE Imd,-1, 即 z= 


dy € An. I] ar = ad, suy = 4-iay € Imi,- 所 以 只 要 定义 
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Kerd, 
Imd,_, 


Kera, 
Imd,_, 


— HB) = 


a'[z]: = [azj, 即 可 .[*] 表示 所 在 的 同调 类 - 


同 理 可 得 
ii) 同 态 
Kerd Ker d 
"SH CB. = — H'(C , 
p (B) uL (C) Vi RR 
的 诱导 定义 . 
ii) 同 态 
ó*iH'(C) = Kerdy -> Hr*(A) Kr 
Ker d,-; má, 
的 诱导 定义 . 


ó" 的 诱导 比较 复杂 . (EM r € Ker 3,, 并 定义 ór: = ano 
€ 4r+1( 其 形象 意义 表示 为 图 (6. 2. 20) 中 的 “之 ” 字 过 程 ), 然 后 再 
EN o [e]: = [0x]. 现在 要 说 明 的 是 5 定义 的 合理 性 . 

在 6 = a- dp! 的 定义 中 , 因 a 是 单 的 ,a-! 自然 有 意义 ,要 考 
虚 的 是 A 因为 如 z € Kerd,, 则 可 能 有 ywys € P. Ë yen € 
Pr XR Gn — m) = 0, 由 0 一 如一 > 人 >Cr 一 0 的 正 合 性 ， 
可 得 如 — ys € aA, EG 

ör = a^ d, f z (moda 'd,(aA’)) 
= aid, f^! (moda^ ad, A^) 
= a Md, f x (modd, Ar) 
所 以 [sz] 不 依赖 于 p-'z 的 选择 . 

其 次 在 上 述 6 的 定义 下 ,验证 5(Kerd,) C Ker. iË z € 
Kerd,, 则 由 列 的 正 合 性 ,有 z+ 二 doy EC”!, 由 于 是 满 射 ,所 以 
有 y= hz,z € Bm', 这 时 

dndr = dna d, B7 d, pz 
—d,aaid, d, ,z= 0C7d4,2d,., = 0), 


此 即 表示 5CKerd,) C Kerd 
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再 验证 md, a) C Ima,. Ë z € Imd,_,, M| z — 4, w, € 
0"!, 由 于 6 是 满 射 ,所 以 有 y = BS,S € pr xr 
ôr = aa, p^ d, iw(mod4,A) 
= a7 'd,8- d,- fs (modd, A?) 
= a^ dl, S (modd, 4) 
= 0 (modd,A') 
此 即 表示 ó(Im4,) C Imd,. 
至 此 6 HC) — H7 CA) 的 诱导 定义 的 合理 性 全 部 得 到 了 
验证 . 1 
下 列 定理 是 层 与 上 同调 理论 中 最 重要 的 定理 之 一 . 
定理 6.2.5 (上 同调 序列 的 正 合 性 ). 由 层 的 短 正 合 序列 0 一 
多 ,一 -多 -全 多。 -> 0 诱导 出 的 上 同调 群 的 同 态 序列 
O — H(X, F) > H(X, F) > H(X, F) > H!(X,7,) 
-> HX) > H! (X, FZ) > H(X, F) > > 
(6.2.21) 
(X, Z) > HIC) Lo HC) 
Er H(X, Z) > e 


是 正 合 的 . (6. 2. 20 这 个 上 同调 群 的 正 合 序列 亦 可 简单 地 用 如 下 
三 角形 表示 
(6. 2. 22) 


H'(QQO c C700 
Z NC 


H CAE C20) —— H: (G0 G) 
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证 明 ”我 们 仍然 采用 前 面 使 用 过 的 记号 ,这 时 (6. 2. 21) 可 
写成 
(6. 2. 23) 

0 — H°(A) — H*(B) — H° (C) — H'CA) > H'(B) 
— HO) > IPCA) > om HIC) — IP) 
IN H'(C) M. H’! (A) > + 
我 们 以 验证 一 般 位 置 HCA), HB), HC) 处 的 正 合 性 为 例 ,参阅 
图 (6. 2. 20). 

H'(B) 处 的 正 合 性 : Ima C Kerp" 是 显然 的 ,所 以 只 要 验证 
Kerf* C Ima* .为 此 任 取 [z] € Kerg’ , W) pr = 0,[pz] = 0, 这 时 有 
pr = ipi € Co 由 列 的 正 合 性 , 习 z € prn pe = y NE pe 
= "m" = DEUM DE 一 yan € Kerf i 3 z" € An, z — 
Iar = ar". HEEL] = [4, ar + az") = Car"] = a* 27) ICH 
表示 Kerf* C Ima". 

H(A) 处 的 正 合 性 : 同 理 可 得 . 

H*(C) 处 的 正 合 性 :要 证 Keró* = Img”. 

HE Img" C Keró' .为 此 任 取 [z] € Imp ,这 时 有 z= fy,y € 
B, ByIG Ry =l, e € B, T i, eå, = 0, 所 以 有 dy = 
0. BB k óz = a7 d,p^'z = a'h, p~ By — a^ dy = 0, Bp o7 [r] = 0. 
此 即 表 示 Imp" C Kerô'. 

其 次 证 Ker6' C Im£* .为 此 任 取 [z] € Keró* ,此 即 óz = 0. 或 
ol28-iz 一 0,26-z 一 0, 这 时 有 pz 一 tir r € B CH S 4, 
-đa = 0) BJ dias = ysy € B BUL p'r = y, Bx = By, N t, 
[z] = p* [y], 此 即 表 示 Keró* C Ima". C] 

作为 定理 6.2.5 的 应 用 ,我 们 得 到 下 列 重要 结果 : 

定理 6. 2. 6( 形 式 de Rham 引 理 ) RX LHET ARAMA 
的 正 合 序列 : 
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(6.2.24) 0— Z — S — S — Së eus 
即 所 有 的 层 sO > 0) SERE BIA OX? ) 0p Z0, > 
1). 那 末 前 面 由 Grothendick 分 解 所 定义 的 上 同调 群 (定义 6.2.3， 
(6.2.14)) 
(6.2.25) I(x,Z)= ds uu = 2 A 1 
KEH PUETE Z 的 上 同调 群 ,可 以 通过 . 的 任 一 零 调 分 解 
的 截 影 群 同 态 序 来 定义 ,而 不 一 定 只 是 用 松软 层 的 Grothendick 分 
解 , 注意 Grothendick 分 解 就 是 当 (6. 2. 4) 中 的 L = cC») 的 情 
况 . 

WEB] MRS F? = mM — S) — Ker(5? — S”), 
注意 由 定理 6.1.4 它们 都 是 Se 的 子 层 , 这 时 我 们 有 下 列 交 换 图 


表 : 
(6. 2. 26) 
0 0 0 0 0 
N £ ` £ # 
gn = F 
Au f ` # 
S— Z — Z — Z! SL ceo = 
# w # `x £ 
F Ed gu 
# 
ó sS a: 
因为 


F = Im(S% — gr) Z S /Ker( t o L = gm gn, 
所 以 上 表 中 每 条 斜 线 上 的 短 层 同 态 序列 都 是 正 合 的 . 由 定理 
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6. 2. 5, 每 个 斜 线 上 的 短 正 合 序列 都 可 诱导 出 一 个 长 正 合 序列 , 例 
如 从 第 一 个 斜 短 正 合 序列 可 诱导 出 下 列 长 正 合 序列 
(6. 2. 27) eo HOX, L”) > HIT (XE) o HX, 7) 
— H(X, £") > 

由 HX, Z) = HS) = 0.V @ 1) > 0,4} 

H(X, F’) z HS, 
依次 类 推 , 可 得 
(6. 2.28) H(X, F) = Hr (X F’) S HI X) 

em HY XA) 

此 外 ,由 层 的 短 正 合 序列 

0 — Z! — gr — S — 0 
又 诱导 出 长 正 合 序列 

0 一 H(X, F) > H(X, £) > HOX SP) 
> H(X, FZ) — H(X, LT om 

由 H(X, Z?) = 0 X Grothendick 上 同调 群 的 定义 6. 2. 3 的 注意 
知道 : 

H(X, F) =X, F’), 

HX, L = MX, Z"), 

H(X, FZ’) = T(X,F7), 
于 是 从 上 面 的 层 的 长 合 序列 得 到 下 面 的 层 的 短 正 合 序列 . 
0 — X.Z) >X, Lm) > TX,F7) 
> HET) = 0 
由 此 可 知 
(6.2.29) H(X, ZD = F(X,Z)/I [P (X,%”-1) > FOX, 
5m]. 
再 由 
(6.2.30) 0 一 多 :一 5 一 邑人 一 0 
所 诱导 的 长 正 合 序列 
.321。 


0— (X77) — FOX S£) — 

TX, 22701) > H(X, F’) — H(X, £") — = 
K H'i(x,S%) = 0181 

(X, F’) = Ker[F(X, L) > F (X 7*1). 
此 外 由 (6. 2.30) 可 知 FOX 577) — F(X,S%) 是 单 的 ,同样 CCX， 
F) — DOC, SE 1771) 也 是 单 的 .由 (6. 2.28) 又 有 HX, Z) = 
H(X, Z ). BED H C6. 2. 29) 最 后 得 到 


~ Ker[T(X,%”) -> FOX, g771)] 
= Im[T(X, 2™) — rx,g*]J 


这 就 是 (6. 2. 15) ,定理 证 明 . 口 


H'(Z,-7) 


$ 63 Cech 上 同调 及 Leray 定理 


6.3.1 Cech 上 同调 

本 段 介绍 层 与 上 同调 的 另 一 种 方法 人 scch 上 同调 ,这 个 方法 比 
较 直观 ,并 且 和 通常 多 面体 上 同调 群 的 定义 极为 相似 . 

设 X 是 一 拓扑 空间 ,(F ,zx,X) 是 X 上 的 一 个 层 ,2 = (U) Æ 
XX 的 一 个 开 复 盖 . 

由 可 以 定义 一 套 复 形 结构 ,2 中 每 一 元 素 ( 它 是 X 上 的 一 
个 开 集 ) , 称 为 零 维 单 形 ,2 中 4 十 1 个 有 序 组 (Vo,…,V,) 生成 一 
个 9 维 单 形 ,如 果 门 … N U A E 全体 g 维 单 形 的 集合 称 为 
的 4 维 骨架 . 

定义 6. 3.1 一 个 以 多 为 系数 (或 说 取 值 于 多 ) 的 2 的 9 维 上 
链 ,是 一 个 映射 了 

了 f: 对 任 一 9 RE Uo, US) 

— fo € (Us N = N Uas 7) EET HER is: iq É 

反对 称 的 , 即 

fih m T far eo 
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o cp ME 57) E CHOR 97) 中 可 以 定 
LIME m (ess ous) € CUF) WJ 

Uses H mé .) = Uus 0) 在 此 加 法 运算 下 ,0'(2， 
TF) 成 为 一 Abel 群 , 称 为 以 .F 为 系数 的 4 维 上 链 群 . 

在 0'(2U, 多 ) 之 间 可 定义 一 个 上 边缘 算 子 5,5:0'( 人 ,FF) 一 
ni(2U,F),q 二 0,1,2,…. 其 具体 意义 为 : 

XIV SECU, F), (Gf) € CHU, F), òf TE TE a + VE 
BOEQ UG) 上 的 取 值 定义 为 


4 十 1 
(6.3.1) O OPen = DO Dfe’ 
k=0 


Joh BER RIO f l € Fosn QU QU, m 
N 2) 限制 在 Us N QU o 上 是 有 意义 的 ,(6. 3. D 中 各 
项 都 表示 限制 后 作为 U, 门 … LU Ge 上 的 截 影 ,显然 5 是 群 同 态 . 
定理 6.3.1 d ed 二 0; 对 所 有 9g 二 0,152, 
证 明 IEY f € COE) 4f € OU, A) At 
任 一 g + 2 HERE QU, LU, U, D HAE LCS. 3. 1) 


e ^ 
Geile, = > C= DECS) i intier 
- $i- DD C fa tees, 
)«* 
q+2 
+ 2 (一 D fatet a) = S Ct pea c 
Las] up 


rm. iam 0 。 LJ 


定义 6.3.2 4 维 上 链 群 C CIV 9) 的 4g 维 上 闭 链 群 2(2， 
Z) 和 9g 维 上 边缘 链 群 p'(%7 9) 分 别 定义 为 
(6. 3. 2) ZU, Z ) = Keró = (f € (U, F) |óf = 0), 
(6.3.3) BU, F) = mó = (óf|V f € OU, F )) 
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BRU, F) JOU, F) WFR BU, 0) OM IC) 
WJ TER, N E X. BK, T) = 0. 

定义 6.3.3 JF sk KIET HRR EER H, 
F) 定义 为 
ZU, F) BLU, F); q> 1 
ZA. F); = 0. 

注 :这 种 上 同调 群 的 定义 和 通常 多 面体 上 同调 群 的 定义 相仿 . 
通常 多 面体 的 上 同调 群 是 作为 下 同调 群 的 对 偶 来 定义 的 ,上 链 是 
下 链 的 对 偶 ,如 果 是 一 个 4 维 下 链 , 那 末 q 维 上 链 是 一 个 线性 函 
数 Fio — Z. 如 果 我 们 考虑 的 是 整数 系数 的 上 同调 群 的 话 . 

定理 6.3.2 H'(2W,F)T(X,F) 

证 明 — HE X6.3.3, H (27,97) = ZO.) = (f € 
OU, F) |óf = 0). Blk OU, F) 中 的 元 素 , 对 每 一 零 维 单 形 
U,fl fU) € T(U,57) 都 有 5f = 0. 这 就 表示 下 式 成 立 

0 = (óf)en, = fU) [uny — fŒ) lenv» 
也 就 是 在 VU 1 v ESU) = 了 (V). 换 句 话 说 f 在 各 开 集 上 定义 的 截 
影 在 相交 部 份 彼 此 重合 ,因此 它们 可 自然 地 拼 成 整个 X 一 .的 一 
个 截 影 , 即 DOCET) 的 一 元 素 . 反之,T(X, 隐 ) 中 的 任 一 元 素 , 限 
制 在 各 开 集 局 上 ,自然 地 给 出 了 DOC) 的 一 元 素 ,而 且 在 相交 处 
相等 , 即 了 是 闭 的 ,也 就 是 of = 0 - D) 

以 上 定义 的 同调 群 的 明显 缺陷 是 它 依赖 于 Z 上 的 开 复 盖 和 ， 
但 从 H* CZ 7) STX, F) RE, CARR X HAER, 
取 什么 样 的 复 盖 无 关 ,所 以 我 们 应 当 设 法 给 出 一 种 与 开 复 盖 的 取 
法 无 关 的 上 同调 群 的 定义 . 为 此 我 们 在 拓扑 空间 X 的 所 有 开 复 盖 
之 间 引 进 一 个 自 反 ,传递 关系 ,使 之 成 为 一 个 有 向 集 ,然后 用 直接 
极限 来 定义 内 列 的 (intrinsic) 上 同调 解 . 

定义 6.3.3' VE = (U), Y = (fo} 是 拓扑 空间 和 的 两 个 开 
复 盖 ,和 称 为 2 的 一 个 “加 细 ”, 如 果 存 在 一 个 映射 4:Y 一 2, 使 
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HQ, F) = | 


V aV. C a(V.) € U plan, nA 7^ 的 每 一 开 集 V。 都 至 少 包含 在 
U 的 一 个 开 集 之 中 , 那 末 令 z V. — 包含 1 的 2/ 的 某 一 开 集 , 即 
可 . 

定理 6.3.3 Y — V) EK = {06) 的 一 个 “加 细 ”, 那 末 
“加 细 ” 映 射 x 自然 地 诱导 了 上 同调 群 之 间 的 一 个 同 态 : 
(6. 3. 4) ut BOR ER) > HY EP). 

WEB]. ”首先 ,x 自然 地 诱导 一 个 同 态 0'(2U,F) cO, 
多 ) 如下: 任 取 的 4 维 单 形 o = (Po V.) W uo = (IQ ss 
UV) 是 A 的 一 个 4 维 单 形 , 任 取 f € COO S P) EX uf € 
CXV.) 为 


(af) = f, 
于 是 我 们 有 下 列 图 表 : 
(6.3.5) OU, F) — O, S) 
vô + 


CHU, F) — em (o 多) 
并 且 (6. 3. 5) 是 交换 的 , 即 bu = uo. 这 是 因为 
(gf). 一 D (ayy = X O Dias, 
(f), = Gf), = DO Df, = 33 C7 12, 


其 中 = Vost Veri) M e; = (Wees Vase aa: 由 此 立 得 
U, F) — S, F), BU, F) > BOI, F). 
因此 ,诱导 出 同 态 
w HU, F) — HU, F). 
要 注意 的 是 , 当 27,77 固定 时 ,加 细 映 射 不 是 唯一 的 ,具体 例 
子 可 参阅 伍 鸿 巾 , 吕 以 华 , 陈 志 华 [1981] 第 277 页 .但 下 面 的 定理 
指出 ,上 同调 群 之 间 的 同 态 与 具体 的 加 细 映 射 取 法 无 关 . 
定理 6.3.4 QU,” RAIEN XARA E DHT 
E X WA, X. n7 = (V,) > @ = (U,) RET 8) 24 RA 
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加 细 映 射 , 则 它们 诱导 的 上 同调 群 之 间 的 同 态 相同 : 心 = z. 

证 明 : 当 gg = 08f,H°(2/,Z ) — OX) Z HQ 9) RS 
需要 证 明 . 

现 设 9 0,3197 的 任何 4 维 单 形 o — Vor Vo 

Ojo = (mVo, nV, pV uV) OLS d % fJ q + 1 
HERE k, TE E ds 0:00 (27, ) — C(% F W| F AER f 
€ CHU, F), WE 


Oo = > (一 1):fa 7 是 4 维 单 形 ", 考 虑 下 图 


ye 


U, F) aÈ NU, F) 


站 六 


e Gr gn) M — ceo) 


我 们 有 等 式 
(6. 3. 6) uz — m = 00 + 60. 
现 证 明 如 下 :因为 


Df = >) (— 1):(0f)2, 
k= 0 


= > (一 1 C7 Difeo Dep = 2) (一 1 
k=0 $ 


A 
PUT l mV ja nn Van ana) 
j<E 


A 
+ DO DSa, anat js annm pV) | 


j>k 
— (85), = > (一 D'* Cóf)&o 
k-0 
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= p prp cp 


上 二 0 PES 


: 
= »,C- D'*! (6f) uuVo, ** ,pVi, paVis s UaV) 
EX 


To Su; ... siVis KV, ... su) 
xc 1 funes 77 sVs aVat ia nnt aa) 
à + (— D'EW o*t s unVicis Vastu) 
+ (— D'*! faaVo, 7 Vis Vasa st Su.) ] 

= (00), + Gif). — (mf )e 
这 就 证 明了 (6. 3. 6) R- 

Mi f € ZU, Z), B óf = 0, WIB m — m = ó0 + 008 

uf — mf = 6(0f), 

即 f + uf 只 相差 一 个 上 边缘 ,它们 在 同一 上 同调 类 中 ,因此 ar 
= ui EER. [ ] 

由 上 述 定理 可 知 , 同 态 Ht CZ 97) — HS, F) 仅 依赖 于 复 
U REWA” 本 身 , 而 与 具体 加 细 映 射 无 关 , 因 此 这 个 同 态 可 
以 用 符号 po 来 记 它 . 

现在 用 4 — {U|U E X HRAN) 表示 和 的 所 有 开 复 盖 所 
REK MRY € 4 是 2 € 4 的 加 细 , 则 记 为 和 > 9 , RE 
AR, “<” E: — REY OSA , m H 58 iB SUR € > % > % , W| 
有 
(6.3.7) Pyra = Py ° pry: 
这 样 我 们 就 可 以 象 6. 1. 3 段 那样 定义 直接 极限 了 . 这 时 我 们 有 

有 向 集合 4 = (U|U JE x MITES, 

偏 序 关系 <, 即 加 细 关 系 ， 

对 VY € € A,% mI ,Z), 

同 态 Pru HACIA) >H, F) @ > % , 

相 容 条 件 :prz = Pru ° Prust 2 o, 
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(HU, F Jug As <. Py.) 是 有 向 集 4 上 的 Abel BEA. 
EKAM ERIEEEM 446 (H: (ZZ Z )) 中 可 利用 偏 序 关系 和 
同 态 引进 等 价 关系 : 如 JE HUF), g € PO). MJ f — 
gSI YE A,% KUHA KY ,使 Pyaf = Pwyg. 按 这 个 等 价 关 
系 所 得 的 等 价 类 的 集合 就 是 上 同调 群 OX 70 MRITA 
定义 6. 3.4 (Cech 上 同调 群 )C ech 上 同调 群 可 以 定义 为 
(6. 3. 8) H'(Z,F) = liin HOM a») 


到 现在 我 们 已 经 有 了 两 种 上 同调 的 定义 ,我 们 自然 希望 对 绝 
大 多 数 常见 的 拓扑 空间 ,例如 复 流 形 ,两 种 上 同调 群 同 构 ,将 这 两 
种 上 同调 群 联系 起 来 的 Leray 定理 . 以 下 我 们 就 来 介绍 这 个 重要 定 
理 , 先 证 明 . 

引 理 6.3.1 如 .多 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 松软 层 ,2 = {0)} 
是 X 的 一 个 开 复 盖 , 则 Cech 上 同调 
(6. 3.9) Hi(U,F)=0,Yq>0. 
也 就 是 按 Cecn 上 同调 的 定义 ,松软 层 也 是 零 调 的 . 

证 明 ”在 证 明之 前 ,我 们 先 引进 一 个 名 词 :如 G CX 是 一 个 
开 集 ,而 乡 是 G 上 的 一 个 层 ， 
则 


0, z€ G, 
定义 了 X 上 的 一 个 层 , 红 称 为 S 的 平凡 扩张 . 显然 ,如 果 S€ 是 松 
软 的 , 则 SZ 也 是 松软 的 . 
Xa E71, 而 且 各 不 相同 , 且 , 间 … Y U, = @..2 B Bl 
EU, N 几 UV 上 自然 是 0, e NU, 上 的 层 , 再 将 它 平凡 扩张 
到 整个 X, 得 到 


~ en. 


Sac Fm) 
yin 
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(上 式 右边 的 ~ 表示 平凡 扩张 ). 按 平凡 扩张 的 定义 ,可 知 对 Y JF 
RUE TQ Z iy) STU N u, D N U RARE VL 
x bitte su. 
将 所 有 这 样 的 层 Fy, HORGEERIRID ns Ë B HE 
是 X 上 的 层 , 考 虚 其 中 对 下 指标 i,… ,i 反对 称 的 元 素 所 成 的 层 ， 
记 作 .多 外, 则 .多 也 是 X 上 的 松软 层 . 这 是 因为 对 每 一 开 集 U CC 
X, IQ ZO) —Q FQ A Lau) 中 的 反对 称 元 素 全 体 . 由 于 Z... 
是 松软 层 ,因此 (0,57, 中 的 任 一 元 素 都 可 以 扩张 为 rex, 
S744) 中 的 一 个 元 素 ,再 注意 层 .多 -并 不 依赖 于 指示 ij,… 必 的 
顺序 ,因此 rU, Z...) 中 的 反对 称 元 素 仍 可 以 扩充 为 四 7(2， 
Foon) 中 的 反对 称 元 素 , 也 就 是 rex Z) 中 的 一 个 元 素 , 此 外 ， 
还 有 
rX, Z ®) =@ I(X27,.,) 中 的 反对 称 元 素 
S r, NA … 010,5) 中 的 反对 称 元 素 
zmOG V). 
现 考虑 层 的 同 态 序列 
(6.3.10) 0 Fr FO FDO FH 
其 中 5 的 定义 为 :对 VzE€ Xf = (fy) e 
Af = (uA) € Z, 


kl 


heka = 3C 1f eue 
ôi e dcs = 0 是 显然 的 ,还 可 证 明 (6. 3. 100 是 正 合 的 ,为 此 ,对 Vz 
€ X, ik), CU 是 所 有 适合 + € Vs 的 0; 的 集合 ,如 9 = 
(9,-4,,] € ZH ,满足 sg 一 0, 要 证 明 9 可 表 为 In(4 多 多) 中 的 一 
个 元 素 ,为 此 任 取 一 固定 的 j € 7, 定义 如下: 

f= (f) € Z, BEP fus = dus 
则 有 
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Gua, = ic 1*5 us. 
= So D'gu- mia = Syrii 
SS Mc ga rn 
= Ji, — (Og) sv = aequ 
这 样 我 们 就 证 明了 序列 (6. 3. 10) 的 正 合 性 ,如 同 定 理 6. 2. 3( 松 软 
层 是 零 调 层 ) 的 证 明 一 样 ,可 以 推 知 
0— rA, F) > rX, 70), px or) .是 群 的 
正 合 序列 .但 前 面 已 指出 rA, ZE) m C CZ VE) EVA EX 
可 写成 
(6.3.11) 0 — rX, F) > AU, F) oe C (I T) 
ESOU, T) — e 
是 正 合 的 ,而 这 正 是 HU Z) = 0,Y 12 1. 3| gg. D] 
定义 6.3.5 (Leray 复 盖 ) 设 多 是 X 上 的 一 个 层 ,2 = (U;) 
是 2 的 一 个 开 复 盖 , 如 果 对 于 任意 的 Ui，… U, € K, HU, Ü e 
YU, Z) = 0,N P>0,V o2: 0, I TERES X 称 为 Leray 复 盖 . 注 
意 ,这 里 的 PU, D) … NUZ) 是 指 按 松软 分 解 意义 下 的 上 同 
调 . 
定理 6. 3.5 (Leray) 设 多 是 拓扑 空间 X 上 的 一 个 层 ,2 = 
(0,) 是 X 的 一 个 Leray 复 盖 , 则 ech 上 同调 和 按 松软 分 解 意 义 下 
的 上 同调 ( 即 Grothendick 上 同调 ) 同 构 
(6.8.1) — H*QX,9) =U, F) N y> 0. 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 证 明 下 列 a 
引 理 6. 3. 2 ”如 果 我 们 有 下 列 双重 复 形 的 交换 图 表 、 
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0 0 0 0 0 
+ + i + + 
A 


e P D c e. GS 
oy ó ó+ $? $4 

0 pod, m |, 04m. 9, 4m 3], 4m 1, 
àv àv à4 ó+ ó4 

o — pot oam 6, om oam b, am t, 
ôt ôt óq m m 

0 一 Boi, ^ 21. An E EN. EN 
[27 ó 64 ó+ oy 

0 — p 3,4 3,4 f 4 ND LN 
+ Y Y n n 


dep A, B. ,4 都 是 Abel 群 ,并 且 除 去 第 一 行 和 第 一 列 外 ,其 余 各 行 
和 各 列 都 是 正 合 的 . 则 有 


Ch) | Kern — n 


(6.3.18 WPA): — ga 


Im(Ar^! — >A) 
S iq = 209) _ Key —- B") sd. 
Im(Br-! ——> B’) 

UA 4 p= OH HCA) S AS HB) 是 显然 的 ,所 以 只 要 
WEB] p > 0 时 的 情形 . 

34 52» OR BJ DA BERI Z” SEE DU PR PURGE HA) 5 H'(B) Z 
间 的 一 个 同 态 , 现 以 9 = 1 为 例 , 其 路 线 为 


A 
! 
Mo An 
^ 
Bp Ds A 


以 ZC4m) 表示 A PII AISE, B(A 表示 如 的 边缘 
现 以 4 = 1 为 例 , 证 明 H! CA) S£ H' (B). 
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先 证 :24(B') — Z, CA). 

任 取 a€ B', fË da = 0, Bla € Z(B) — —— 4 a" = da € A", 
则 da? = òda = dôa = 0, B] a € ZA). 一 一 一 由 列 的 正 合 性 
3 a? € A", ii a — 6a? , — —— ^ a" = dat € A"! , lij óa?! — óda” 
= dôa” = da = dda = 0, 

ñK o" € ZA"), 

一 一 一 由 列 的 正 合 性 , at € A, fli a = 6a* ,这 时 有 

ó(da*) = dóa" = d, = dda” = 0. 
因为 0 一 一 > 4 一 是 正 合 的 ,所 以 5 是 单 的 , 故 da” = 0, 因 而 
a' € CA). RITE 

a € Z,(B') > a* € ZA). 

KHE: B,(B') -> B,CA). 

IER p € B', FE Pe B d p= op € B',B] 8 = Bs(B'). 
——— 4 a? = af, [S da” = ddp = 0, it a! € Z, (A49), — —— hH 
列 的 正 合 性 ,3 ct € A7, fili a = a, FE da” = a = qp = dôf? 
= ódf? ,ó(a? — dp) = 0, 由 列 的 正 合 性 ,3 a^ € 4 ,使 at — dp" = 
ôa, B] a = dp? + ôa’, 

——— 4 A"3 a? = da? = d (dp? + ôa?) = dôa’ = dda', 
一 一 了 3 a' € A', fË a?! = óa* , Bl óda* = òa” ,ò(da? — a* ) = 0, H 
于 5 是 单 的 ,于 是 da" — a = 0, 即 a* = dat h RE at € BA). 
即 我 们 有 

B € B,(B') > a* € B.CA!). 

这 就 证 明了 H'(8) — H' CO. [ROS A' 55 B'A ETRS , FE] PE 
的 步骤 也 可 证 明 H'CA) 一 H'OD. 所 以 上 述 对 应 是 同 构 . 引 理 证 
毕 . 


Leray 定理 的 证 明 : 考 虑 多 的 一 个 松软 分 解 
0 —> Z > LL 
由 于 G Z 0) 是 松软 层 , 故 根据 (6. 3.11) 
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0— rX, S£) > CO SP) — C (I SP) ome 
是 正 合 的 ,再 由 假设 me, 则 … NU, 7 = 0,7 7 0, 可知 对 人 
的 任何 一 个 4 维 单 形 
0> rU, NN UF) TE, Nf U 
> PU, N m (YU, EI mm 
是 正 合 的 ,因而 
0 — U, F) > CU, L) > C SP) 
>U, L) 一 人 
也 是 正 合 的 (4 之 0) ,这 样 一 来 ,双重 复 形 


0 0 0 I 0 
Y Y Y + 

0 — AF) > R, L) > KL) > IX.) 一 
Y Y Y Y ; 

0 — OAU, F) >U, L) — C U, L) o9 OV 一 
+ Y Y Y 

0 — CU, F) >U, L) > C CI EP) >U, L> 
Y Y Y Y 

0 一 CU, F) TCU L) o9 CH RV 873) m CH L) 一 
Y y + Y 


中 除去 第 一 列 和 第 一 行 外 ,其 余 各 行 和 各 列 都 是 正 合 的 ,直接 引用 
引 理 6. 3. 2 后 ,由 第 一 行 所 得 的 上 同 群 是 HOC 7) vtl i SR 
所 得 的 上 同调 群 则 是 Cech 上 同调 群 I C227) ,两 者 同 构 ,定理 
证 明 . 

Leray 定理 是 层 与 上 同调 理论 中 的 基本 定理 ,下 一 节 我 们 将 介 
绍 它 的 重要 意义 . 
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$ 6.4 — mE deRham 定理 与 Dolbeaul 定理 


9.4.1 强 层 

本 节 我 们 将 对 拓扑 空间 加 以 适当 限制 . 我 们 假设 式 是 仿 紧 
的 (Paracompact)Hausdorff 空间 (参阅 定义 3. 1. 6). 根据 Dieudonne” 
定理 ,具有 可 数 基 的 微分 流 形 ( 或 复 流 形 ) 是 仿 紧 的 ,因此 这 样 的 
拓扑 空间 2, 仍然 具有 广泛 的 代表 性 . 

定义 6.4. 1( 层 的 单位 分 解 ) 设 多 是 仿 紧 Hausdorff 空间 X 
上 的 层 ,2 = (U) 是 X 的 局 部 有 限 开 复 盖 , 若 存在 一 族 层 同 态 
nj) mi 一 多 满足 : 

i) F.) = 0,z € U;, 

ü) Dn = 恒 同 同 态 ， 
则 同 态 族 {%} 称 为 从 属于 2 的 层 多 的 单位 分 解 . 

注意 ,因为 是 局 部 有 限 的 ,任何 z € X 是 至 多 属于 有 限 个 
UAT ü) 中 的 D n, 实际 上 是 有 限 和 (参阅 定理 3. 1. 8). 


定义 6.4.2 ( 强 层 ) 设 F JEMNE Hausdorff 空间 x kit. v 
= (U.) 是 X 的 任 一 局 部 有 限 开 复 盖 , 如 果 存 在 从 属于 和 的 层 多 
的 单位 分 解 , 则 多 称 为 强 层 (fine sheaf). 

强 层 的 重要 性 可 以 从 下 面 的 例子 看 出 . 

例 6.4.1 设 X 是 具有 可 数 基 的 微分 流 形 ( 或 复 流 形 ), 则 它 
是 仿 紧 的 ,对 它 的 任何 一 个 局 部 有 限 复 盖 2 = (U) , 取 其 相应 的 
单位 分 解 {gs) ,使 (Dp。 E CP OD Suppe, C Ua, Gi) Dy pele) = 1, 


V z € X, 
F, = X Fñ c> ,c% 或 任意 类 函数 的 芽 层 , 则 . 是 X 上 的 
强 层 , 因 为 这 时 层 的 单位 分 解 可 以 定义 为 %:f € F > pf € Z. 
同 理 X 上 的 微分 形式 的 芽 层 , 复 流 形 X 上 的 (p,q) 型 微分 形式 
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B E EL SEU REIR (EL AR A SPS 3k 65 F: 9 不 是 强 层 . 
下 述 定理 表明 了 强 层 的 主要 性 质 和 意义 : 
定 是 6.4.1 XU] Hausdorff 空间 ,多 一 和 是 强 层 ， 


则 
(6. 4.1) H(X, Z) = 0,V p> 1. 
即 多 是 零 调 的 ( 按 松 软 分 解 的 意义 ). 


证 明 . 对 Z 作 松软 分 解 : 
0 — CQ) (7) OF) 
由 于 ,多 -是 强 层 ,所 以 C GE) 0 G9) 27. = 多 :等 等 也 是 强 层 ,由 
短 的 层 正 合 序列 
0>F >F) > 0 
诱导 出 长 的 同调 群 正 合 序列 : 
(6.4.2) 
0— HX, F) > H(X, OF ) > = HXOF)) 
-> HK, Z) — H(X, F ) > B'OCGOC GE) > +` 
AAO) ERKE, WH (OCC G7) =P, OG) = 0, 
由 此 得 
HS) = H(X, 7’) 
同 理 可 得 
H(X, F) = H(X, F) = H(X, F?) = e 
= H(X, Z). 
因为 所 有 ,多 "都 是 强 层 ,所 以 只 要 证 明 对 任 一 强 层 多 RA H) 
二 0, 就行 . 
(6. 4. 2) 的 前 一 段 为 


0— QC) 一 = FOGOC GE) — TOC 7) 
Er mOx,Z)— 0 


如 能 证 明 “是 满 的 , 那 末 就 有 
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H(X, F) = ô (T(X,.Z1)) = ó* ° A(T(X,C° (Z) = 0 
为 此 设 S Er, F), AF 
nC GR) — F! = GE) 
是 满 同 态 , 所 以 对 V z € X, 必 存在 一 开 集 U. 48 
S|; = Ah) yh € TU: CZ )), 
3X H5 (U,) 可 构成 X 的 一 个 开 复 盖 , 因 为 xX 是 仿 紧 的 ,所 以 一 定 存在 
局 部 有 限 的 加 细 复 盖 {Ui)ie,, 由 于 C"( 多 ) 是 强 层 ,所 以 存在 从 属 
TUO 的 一 个 单位 分 解 {%} 于 是 对 VY (€ r,nS = a) ,而 
Mns € TX,C(F)), 
并 且 
UL nh) = Duh) = Dns = s, 

此 即 表示 4 为 满 同 态 . 口 


6.4.2 Poincarë 引 理 和 Dolbeault 引 理 

引 理 6. 4. 1(Poincare 引 理 )” 设 D 是 RP 中 的 是 区 域 ,以 AD) 
记 D 中 系数 是 可 微 的 P 次 形式 空间 ,如 果 w € A'(D),do = 0, 则 存 
在 a € A47 (D), fli o = da. 

证 明 : 为 了 证 明 引 理 , 我 们 设法 定义 一 个 ? 一 1 次 形式 为 ?次 
形式 的 函数 7 使 得 100) = 0, 且 对 任何 形式 o € AOD), H o= 
Ildo) + dlo). 由 此 知 , 若 do = 0, W| o = dla), AER a = lo € 
A171 (OD) RIIE] o = da. 

为 此 ,不 妨 设 0e DAER r E D, W tz (0 < z< 1) EDY, 
j o € AO) 写成 

- o = Osmi, Cr) dz A A drh, 
令 


; 
lo = 3C pri eo, Gram A = 
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A de Noc A dz € An (D). 
要 证 o = Ildo) + 400) 只 要 详尽 的 计算 : 
dlo) = Ce La yaa Nm A dh A m A de” 
„m C) 
+È S Dr 中 — ae Adr AA 


ER 


des A - dz. 
90, (z) 
do = — 2 Adri 人 … A dz. 
i Gr) 


I(do) = Xf y eri A = A dz 


mi (x) ; 
一 > So De [77 rude! Adr A A pe 
AC 
A da^. i 
故 
dlo) + I(do) 


- ~i (t2) 
= fpe 5o sa Qr) + > AT p o NA dz" 
Fe 


= C) Zee, aya] A = A da” 
= wmi (z)dz" A … A dz? = aii 


2|38 6.4. 2(Dolbeanit 3| BR) f ACc 一 紧 致 多 圆 盘 ,o 为 


在 及 的 开 邻 域 上 的 一 (?,9) 型 C= 微分 形式 ,如 果 4 之 0, 且 3% 一 
0, 那 未 在 人 上 存在 一 (pg 一 1) 型 的 c> 微分 形式 ,使得 一 2n. 


注 : 当 人 是 C 中 的 任 一 区 域 时 , 引 理 所 提 的 问题 就 是 著名 的 


非 齐 次 3 问题 ,大 范围 的 解 的 存在 和 区 域 的 深刻 的 函数 论 性 有 关 ， 
只 对 一 些 特殊 类 型 的 区 域 成 立 .除了 多 圆 盘 以 外 ,对 强 拟 凸 域 也 成 


立 , 参 阅 第 四 章 . 


证 明 n = 1 时 ,Dolbeault 引 理 就 是 非 齐 次 3 问题 ,我 们 已 
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在 定理 1. 3. 2 利用 Cauchy-Green 公式 证 明了 这 个 引 理 ,现在 我 们 
用 归纳 法 来 证 明 一 般 的 情形 ,假定 对 < + 一 1 引 理 已 经 证 明 ,将 o 
写成 
e= dz. A a+ f 

这 里 wp 中 都 不 含 dz, 设 

a= Ya da A A da, A dz, Nm A dzy, 
由 Cauchy-Green 公式 可 知 在 A, 的 某 一 开 邻 域内 存在 55 
€ 0”, 使 


ei 


(参考 R. C. Gunning & HRossi[ 1965 JPP. 25-27) , fij 
y= inue ds Am A da, A dz, A =s A dz, | 
则 有 
2» = dz, A a+¿ó, 
其 中 的 6 也 不 包含 dz, 项 ,于 是 
o 一 ay 一 5 一 0， 
因此 o — 3 y PRE dz, 项 . 由 于 
(6. 4. 3) 2(0—3y)—0 
可 知 w 一 93y 关 于 及 全 纯 . 将 有 4 看 成 参数 ,由 归纳 假定 知 存在 5 使 
3'8—o—23y 
这 里 的 31 不 包含 对 z. 的 微分 . 由于。 一 29 ET a EHE EDI š tb 
是 对 z 全 纯 的 ,于 是 
o 3't 3y-—2£ 3y EKG y), 
Jn = £ — y, 313. D] 
6.4.3 deRham 定理 和 Dolbeault 定理 
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假设 必 是 一 微分 流 形 , 以 4 表示 M E KATERN RHF 
E.M 上 的 实数 常 层 记 为 R, 则 由 Poincare 引 理 ( 引 理 6. 4.1) 知道 
(6.4.4) — Qe R— e R a... T 
是 一 层 的 正 合 序列 ,其 中 i 是 包含 同 态 ,d 是 外 微分 运算 ,注意 层 的 
正 合 性 是 一 个 局 部 概念 ,所 以 我 们 可 以 用 Poincaré 引 理 来 断定 (6. 
4.4) 是 一 个 层 的 正 合 序列 . 

dnx M 是 仿 紧 的 c> 流 形 , 则 所 有 的 4 都 是 M 上 的 强 层 ,而 
(6. 4. 4) 给 出 了 8 的 强 层 分 解 式 ,由 定理 6. 4. 1 知道 所 有 的 4 都 是 
零 调 层 ,再 根据 定理 6. 2. 6, 我 们 就 证 明了 下 述 - 

定理 6.4. 2(deRham 定理 ) ”如 果 好 是 仿 紧 的 微分 流 形 , 则 有 
Ker[T(M,A) — TM, 4] 
mrm, A) — > FOL 420] 
如 果 4 是 复 的 微分 形式 ,那么 同样 有 


_ Z(M,A) 
(6.4.6) H(M,C) = BM, AY 


如 果 M 是 复 流 形 A 表示 M 上 的 COD 形式 芽 层 , 那 末 由 
3 的 Dolbeault 引 理 ,( 引 理 6. 4. 2) 就 知道 


(6. 4. 5) H'CM,R) 


(6. 4. 7) EEEN — e EA am ss 


是 一 个 层 的 正 合 序列 ,其 中 0 是 M 上 的 全 纯 函 数 芽 层 . 

如 果 M 是 仿 紧 的 复 流 形 , 则 所 有 的 An 都 是 M 上 的 强 层 , (6. 
4.7) 给 出 了 9 的 强 层 分 解 式 ,由 定理 6. 4.1, 所 有 的 AP 都 是 零 调 
层 ,再 根据 定理 6. 2. 6, 我 们 就 证 明了 下 述 

定理 6. 4. 3 (Dolbeault 定理 ). 如 果 M 是 仿 紧 的 复 流 形 , 则 有 


Ker[ (M , A99) — TOM ,A0*?)] 


(6.4.8) H'OM,8) 
LEM, A) 一 > I(M,AQO?)] 
: = HOD 
同 理 , 如 以 9 dc M 上 的 全 纯 ? 形 式 芽 层 ,所 谓 全 纯 ? 的 形式 
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是 指 局 部 可 表 为 1a, (danada 的 了 形式 ,其 忠心 (2) 是 
全 纯 的 , 则 有 如 下 的 层 正 合 序列 


(6.4.9 0 一 g 一 0 pa Pu ape Lu 


这 时 的 Dolbeanlt 定理 为 


M ai D . 
(6.4.10 — mang) = EPUM, dam — rOnr em] 


I.[T'O(M , An) I I(M,A4")] 


: = H™(M). 
上 式 中 的 Hm OD 有 时 记 为 
(6. 4. 11) HY (M) = Z, CM) / B, COM) 


并 称 为 M 上 的 (p. a) 型 2 一 上 同调 群 . 

值得 注意 的 是 我 们 在 判断 层 的 序列 (6. 4. 4) 和 (6. 4.7) 是 正 
合 时 ,是 分 别 利用 局 部 情形 的 Poincare 引 理 和 Dolbeauelt 引 理 ,但 从 
层 的 正 合 序列 (6. 4. 4) 和 (6. 4.7) 分 别 得 到 的 上 同调 群 H*CM ,R)， 
H'CM ,C) fü H'(M,0), H'(M ,9') 等 却 是 整体 的 ,这 就 说 明了 层 和 
上 同调 提供 了 一 个 从 局 部 分 析 到 整体 分 析 的 有 力 工具 的 道理 ， 

推论 6.4.1 复 流 形 M 上 关于 (p,9) 形式 的 3 方程 (或 称 广义 
的 Canchy-Riemann 方程 ) HWRE u € CRo M) 之 1, 要 找 
(6.4.12) Əo=u 在 M 上 
的 一 个 解 。 € CG- (M). 

由 于 3: = 0, 所 以 (6. 4. 12) 要 想 有 解 ,就 必须 34 = 0, 所 以 3 
一 方程 (6. 4. 12) 的 可 解 性 就 是 它 相应 的 3 一 上 同调 群 为 零 . 

6.4.4 Leray 定理 的 意义 

根据 Leray 定理 , 设 多 是 拓扑 空间 和 上 的 一 个 层 ,2 = (u;) 
是 XX 的 一 个 开 复 盖 , 如 果 对 于 任意 的 C0,*… ,UE€ V, HU ` 
N U, 7) = 0,V p> 0, N] X FH Leray 复 盖 , 这 时 由 Leray 复 盖 
U 所 定义 的 Ceeh 上 同调 群 H: (27, ) 同 构 于 按 松软 意义 下 的 上 
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同调 群 六 (X, 多 ), 如 果 有 了 两 个 这 样 的 Leray 复 盖 , 则 它们 定义 的 
ecn 上 同调 群 将 彼此 同 构 , 所 以 我 们 可 以 将 上 ech 上 同调 HX, 
37) 定义 为 任何 一 个 Leray 复 盖 所 定义 的 Cech 上 同调 . 

. 问题 是 6 何 时 成 为 Leray 复 盖 呢 ?答案 是 :如 果 每 一 以 是 Stein 
流 形 , 这 只 要 将 以 取得 足够 小 ,这 时 U, 可 看 作 是 拟 凸 域 ,因此 是 一 
Stein 流 形 , 但 是 Stein 流 形 的 交还 是 Stein 的 ,所 以 Ui 站 … N Ui 也 
是 Stein 的 ,根据 Dolbeault 定理 

HU, N = QU, 9 


Ker[ rU, N … (YU, ann rU, NN U, ann] 


Im, N =+ N 0, ann —m IQ, D) 0n] 

由 于 D … N U, 是 Stein 的 , 故 3 一 问题 可 解 (参阅 第 四 章 和 扒 
论 6.4.1) ,因而 
(6. 4.13) HQ, N = N U,,9 = 0, 
这 就 表明 Stein 复 盖 是 Leray 复 盖 . 

SL M 是 仿 紧 的 复 流 形 , 那 末 对 M 的 任何 一 个 局 部 有 限 复 盖 
和 ,都 可 以 找到 一 个 加 细 复 盖 , 使 加 细 复 盖 是 Stein 的 ,这 只 要 在 每 
点 的 局 部 取 一 个 足够 小 的 逆 象 邻 域 即 可 ,而 且 不 难 证 明 ,可 使 这 一 
Stein 复 盖 仍 保持 局 部 有 限 , 再 根据 Leray 定理 . 就 知道 

Cech 上 同调 群 HC2/,0) = 上 同调 HM, Q9) 

= H'*(M). 


8 €5 。 层 与 上 同调 的 应 用 :Cousin 问题 与 除法 问题 


本 章 一 开始 我 们 就 已 经 指出 , 层 与 上 同调 理论 在 多 复 变数 和 

代数 几何 中 提供 了 一 个 从 局 部 分 析 到 整体 分 析 的 语言 和 工具 . 本 

节 就 以 多 复 变数 中 的 著名 问题 Cousin 问题 ,除法 问题 等 为 例 来 说 
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明 这 一 点 .读者 将 会 看 出 , 层 论 这 种 工具 本 身 并 不 能 消除 问题 的 基 
本 难点 ,但 它 对 许多 问题 的 解决 提供 了 统一 的 语言 工具 ,其 作用 是 
不 能 低估 的 . 


6. 5. 1 Cousin 问题 

这 是 单 复 变数 中 著名 的 Mittag-Leffler 定理 的 拓 广 ,在 单 复 变 
数 中 该 定理 说 ,在 复数 平面 的 一 区 域 了 上 可 以 找到 一 个 亚 纯 函 数 ， 
使 其 主要 部 份 等 于 预先 给 定 的 极点 的 主要 部 分 ,答案 是 肯定 的 .这 = 
个 定理 是 用 部 份 分 式 这 个 工具 解决 的 ,在 多 复 变 数 中 不 但 不 能 再 
使 用 这 个 工具 ,由 于 在 多 复 变数 中 零点 和 奇 点 都 不 是 孤立 的 ,所 以 
这 个 问题 的 焉 确 提 法 也 要 弄 清楚 ,才能 加 以 证 明 . 

多 复 变数 中 相应 于 单 复 变数 的 Mittag-Leffler 定理 的 问题 称 为 
Cousin 问题 1, 这 是 因为 1895 年 Cousin 首先 考虑 这 个 问题 ,这 个 问 
题 的 一 般 提 法 如 下 : 

Cousin 问题 1: 设 D 是 C0" 中 的 一 域 ,2 = {Ui} 是 D 的 一 个 开 复 
盖 , 相 应 于 和 AAE RRS) ,满足 : 

天 在 Vi, 上 亚 纯 ,f; — f; € AQ N U) 问 是 否 存在 一 个 在 整个 
D 上 亚 纯 的 函数 f, 使 一 所 在 VU; 上 全 纯 ? 

这 个 问题 在 本 世纪 50 年 代 初 被 H. Cartan X J. P. Serre 应 用 层 
论 这 个 工具 漂亮 地 解决 了 . 

下 面 先 给 出 这 个 问题 使 用 60 年 代 发 展 起 来 的 3 一 方程 的 方 
法 的 简单 的 证 明 , 然 后 再 介绍 这 个 问题 的 层 论说 法 . 

定理 6. 5. 1(Cousin 问题 I ) iR D Rl Fu , | Cousin 问题 I 
snm. 

证 明 ”如 果 我 们 能 够 找到 一 全 纯 函 数 族 {Ui,9;) 0 € AU), 
使 得 在 Ui U, Ef; — f. = s, g RRES F= f, — gj, 就 得 
到 一 个 定义 在 D 上 的 亚 纯 函 数 满足 条 件 , 因 为 在 VU: YU, 上 ,f; 一 g; 
= fi — g Br) U, N U; ERA f, — fi = g; g € AQ. QU). 
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为 了 找 全 纯 函 数 族 {Ui;,9;) , 先 找 一 个 C” IO PRO QU UO w 
€ CU), S fo = fj fi € AU N UD CBRE: 
Fa + fa + fu = looo 
取 相 应 于 人 2 = {Ui} BI rA RR (n) , B] —#R cë 函数 六 之 0, Supp; 
CU, >n = 1, 


uj 一 Dnfs 
则 有 
u; — w = DL E ntu PALLE fo 
= Dnfs = fos 
这 时 在 Vi N U, EE 
0= 2f, = 3u,— Ius 
因此 ,如 命 


o= 9u= gu, 
JU o 是 整体 定义 于 了 的 闭 (0,1) 形式 ,并 且 是 C7 B9 ERO D US 
域 ,3 一 问题 有 解 ,所 以 存在 1E 07 0) ,使 34 二 o. 
在 每 一 Vi 上 , 令 g = u — HE ag = 3u — ah = 0,Bl gi € 
AQ. 同时 在 Vi NU EE a, — = fa = f, — fo XR EHT SERI. 
D 


从 Cousin 问题 1 的 提 法 和 以 上 定理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 它 
隐 含 着 预 层 的 结构 ,所 以 在 讨论 Cousin 问题 1 的 解 时 ,很 自然 会 
引进 层 与 上 同调 群 的 概念 ,下 面 我 们 就 来 看 上 述 定理 的 层 论说 法 . 

定理 8. 5. 2(Cousin 问题 1) W X EARE, WMR H'(X,0) 
二 0, 则 Cousin 问题 1 可 解 . 

证 明 RE 为 亚 纯 函 教 的 芽 层 ,9 为 全 纯 函 数 的 芽 层 , 则 
Cousin 问题 1 提 法 中 的 一 族 亚 纯 函 数 可 以 记 为 { 瑚 E DU m) ) 而 
f. — f, € AQ N UD 则 等 价 于 zf, = nf mim m/0 A BS 
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同 态 (或 称 自然 投射 ). 
由 层 的 正 合 序列 


0 — 0 > m —> m/8 — 0 
得 长 正 合 序列 


0— '(X,0) > I'(X,m) -一 = P(X,m/0) > H’ (X,0) 

由 假设 HI(X,6) = 0, 所 以 x 是 满 的 ,但 是 由 zf. = xfj, 我 们 可 以 定 
ÀX—^ o € T(X,m/9), 这 只 要 在 Us 上 今 o = 7 就 行 ;由 的 满 射 
性 ,存在 f € DOC) Bi xf = 0, 因而 在 每 一 个 Ui 上 ,zf = xf, 也 
就 是 了 一 天 EE AQ. 定理 证 明 . 口 

推论 6.5.1 当 X 是 拟 凸 域 或 Stein 流 形 时 , 则 Cousin 问题 I 
"pfe. 

证 明 ”因为 在 拟 凸 域 和 Stein 流 形 上 3 一 问题 可 解 ,所 以 由 推 
ib 6.4.1 知 其 相应 的 3 一 上 同调 群 (C0) = 0,94 > 0. 口 

推论 6.5. 1 就 是 定理 6. 5.1 


6.5.2 Cousin [BJE8 I 

这 是 单 复 变数 中 Weiertrass 定理 在 多 复 变数 的 拓 广 ,在 单 复 变 
数 中 该 定理 说 , 设 在 复数 平面 的 一 区 域 0 上 给 定 一 点 集 8, 在 D 中 
AUR RED 上 的 全 纯 函 数 以 B 为 零点 集 ? 答 案 是 肯定 
的 . 这 个 问题 是 通过 Weierstrass 无 穷 乘积 解决 的 ,和 Cousin 问题 I 
一 样 , 由 于 多 复 变 数 中 零点 不 是 孤立 的 ,所 以 不 能 再 使 用 无 穷 乘 积 
的 方法 ,而 且 在 多 复 变数 中 要 把 问题 的 正确 提 法 和 弄 清楚 ,才能 解 
决 . 

和 Cousin 问题 1 一 样 ,1895 年 Cousin 首先 考虑 推广 
Weierstrass 定理 的 问题 ,所 以 在 多 复 变数 中 这 个 问题 称 为 Couisn 问 
题 工 , 这 个 问题 也 是 本 世纪 50 年 代 初 被 H. Cartan 和 J. P. Serre 运 
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用 层 论 的 方法 漂亮 地 解决 了 . 

Cousin 问题 1 的 一 般 提 法 如 下 : 

Cousin 问题 1 : 设 D 是 C0" 中 的 一 域 ,2 = {Ui) 是 0 的 一 个 开 
复 盖 ,相应 于 2 有 一 组 全 纯 函 数 族 (Ui, 所 i) f € AO ER f/f; 
在 及 人防 中 无 零点 , 问 是 否 存在 D 上 的 一 全 纯 函 数 了 ,使 得 对 Y ， 
SIEU PREA? : 

和 Cousin 问题 1 的 情况 不 同 ,答案 是 :即使 D 是 拟 凸 域 ,或 
Stein 流 形 ,也 不 一 定 可 解 ,还 和 D 的 拓扑 性 质 有 关 : 

以 下 我 们 用 9" 表示 可 逆 全 纯 函数 的 芽 层 ,m" 表示 可 逆 亚 纯 
函数 的 芽 层 , 即 m* = mN(0),Z = m* /0" 叫做 因子 层 ( 或 除 子 层 )， 
我 们 有 

定理 6. 5. 3(Cousin 问题 1) — 4m X J& & DLE, MU Cousin 问题 
I 可 解 的 充分 条 件 是 HOC) = 0. 

AES] 设 {0.,f,} E Cousin 问题 工 中 的 任 一 局 部 全 纯 函 数组 ， 
因为 有/ 在 Ui 人 nV 上 没有 零点 ,这 表明 f/f € LUNU i > 
这 等 价 于 在 UN 世上 ,xf = rf Hp mmt — @ = m* /0* XB 
然 同 态 ( 或 称 自然 投影 ). 因此 存在 rE DIOC) 使 对 Y AUE, 
T = mf. 

”这 时 Cousin 问 题 1 可 解 等 价 于 存在 一 + € FG m") fii ao = 
c I RGX HERI o 存在 , 那 末 

V EU, Exo = r = nfio/fi € T(U,,0* ) 这 表明 在 天上 
全 纯 ,并 且 和 天 有 共同 的 零点 . 

但 是 ,存在 € FG mt) AË ao = 7+, 这 只 要 

xT(Xm’)—> T(X,m’ /0* ) 
是 满 射 就 行 . 
由 层 的 正 合 序列 
0 一 9 — m° — m /0` — 0 
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得 长 正 合 序列 
0— I(X,0* )  I'(X,m* ) — I'(X m* /0*) > HY(X,0*) > 


但 根据 假设 HI C0" ) = 0, 所 以 = 是 满 射 ,定理 证 明 . 

推论 6. 5.2 im X EPRE Stein HJE JF H H?(X,Z) = 0, 
则 Cousin 问题 工 可 解 ,其 中 2 是 只 取 整数 的 常数 芽 层 . 

证 明 :由 层 的 正 合 序列 

025. 0 
得 长 正 合 序列 

e H'OX,0) — HX ,0* ) > H'(X,2) — H*(X,0) — = 
因为 X 是 拟 凸 域 或 Stein 流 形 ,所 以 2 — IE EE RT f EEA HOC 0) 
= H*'(X,0) = 0( 见 推论 6. 4. 1). EE H' (X0 ) S H2(X ,Z) ,再 由 
定理 6. 5.3 即 得 所 证 . 


6.5.3 ”除法 问题 

除法 问题 : 设 D 是 中 的 域 ,0€ Df € 4(D), 并 且 f(0) = 0, 
问 是 否 存在 fu, f. € 4(D), 使 

f- P 

当 D 是 拟 凸 域 或 全 纯 域 时 ， 除法 问 是 是 可 解 的 ， 这 就 是 我 们 前 
面 介 绍 的 Hefer 定理 (定理 4. 4. 1). 

这 样 的 分 解 在 0E 2 的 局 部 是 不 成 问题 的 ,这 由 Taylor 展开 式 
就 知道 . 因为 在 非 0 点 ,至 少 有 一 坐标 不 是 零 P za, XE fae) 可 
写成 


fG) = 52 


m— attin ,问题 是 否 能 找到 整个 了 上 的 
展开 式 . 
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除法 问题 的 解法 很 多 ,例如 利用 Cousin 问题 等 ,现在 我 们 利用 
层 论 来 解决 这 一 个 问题 . 

Koszul 复 形 (Koszul complex) : 

我 们 先 引 进 Koszul 复 形 的 概念 ,到 全 纯 函 数 的 菠 层 9, 设 p < 
n,id Ë 

€? —6Qoge-de 
J” 
引进 形式 变量 sensns EO) 中 的 元 素 表示 为 
M f n asam fo, €8 
_ 则 我 们 有 以 下 序列 
(6. 5. 1) 0» 99 — e go gto > ss 
LP 1) NON Ma 0 
JF a, 与 9 中 的 元 素 可 交换 ,于 是 只 要 看 由 对 基 的 作用 , 即 看 . 
d,G aade), EHEH 
d (zi, A** Ai) = > (一 17 Z, a AEG AS 

在 上 述 定义 下 ,序列 (6. 5. 1) 称 为 Koszul TE. 

引 理 6. 5. 1 Koszul 复 形 (6. 5. 1) 是 正 合 的 . 

证 明 ”首先 证 明 -ia = 0, 因 为 4 与 9 中 的 元 素 可 交换 ,所 以 
只 要 在 基 上 证 明 就 可 以 了 . 我 们 有 

¿G A As) = D5 Dita A == A LA As 


4,-d,G 人 … Á z,) 
A 


= Y XC Diyan A= AS A An A As 


* < 


a jk 


C S1SIC Dias A ARA A 2, A = A z = 0. 


其 次 要 证 明 :Kerd, = Imd,+1, 即 如 4d,f = 0 WJ 3 ç € oo 使 
= dyag. 
现 用 归纳 法 来 证 明 , 对 x 作 归 纳 . 24 2 — 1 时 是 平凡 的 , 设 命题 
对 小 于 的 情况 已 正确 .将 了 写成 了 二 a 人 z, 十 5, 其 中 a € 0510, 
b € 0? 都 不 含 z,, 由 
0 — d,f = d,(a A z, +b) = d' ,a A z, 3- (— 1)'^!z,a 4- d'yb, 
其 中 ,表示 一 1 HER dL ERI za db EBRE ns AA 
(6.5.2) d'ia = 0,C— 1)” !za + d'b = 0, 
由 归纳 假设 ,存在 a € 0(;) Ë a = da fRA (6. 5. 2) 得 
(— 1)'7!z4',a + d'b = 0 
或 
d',(b + (— 1)” za) = 0. 
,因为 a。 中 没有 z,, 所 以 a 中 也 没有 z,, 因 此 由 归纳 假设 ,存在 PE 
0,» ,使 
b+ (— Diaa= dnp 
于 是 
f—aNz,-Fb-d',a Az, + (— D'za + dnp 
= d,+,(a À z, + f) 
取 g = a À z, + BIER.) 
dE (6.5. D rns € eC) , 则 


di(fi, fi) = Mah. 


s=1 


前 面 我 们 已 经 说 过 ,对 f € 4(D) ,在 任何 局 部 都 可 以 表 成 > ai 


的 形式 ,因此 了 fE roD, 5 s20). 


所 以 除法 问题 相当 于 证 明 
T(D,69?) 一 TCD, $128) — 0 
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是 正 合 的 ,这 可 由 层 的 正 合 序列 (6. 5. 1) 所 诱导 的 上 同调 群 的 正 
合 性 得 到 . 


值得 注意 的 是 在 此 我 们 利用 的 是 了 € AD 在 局 部 可 以 表 成 
Xs 的 形式 ,但 通过 层 的 上 同调 群 的 正 合 性 以 后 却 得 到 整体 的 


结果 ,这 就 是 层 和 上 同调 群 从 局 部 分 析 到 整体 分 析 的 妙用 . 
定理 6. 5. 4( 除 法 问题 ) ”如 了 是 拟 凸 域 , 则 除法 问题 有 解 . 
证 明 ”由 Koszul 复 形 正 合 序列 (6. 51) 可 引出 一 组 层 的 短 正 
合 序列 如 下 : 


, Á ; 
K K K K 
Aa N / Ó ÁN 
Oe go te gto Se gut feo Ren pego Se 2o -0 
Á x V/ 
go K Ga 
( CN ( 


其 中 
K? = 95 5) /Imd, = 6.5? /Kerd,., 一 Imd 
K? = 06 5) /Imd, 1 = 9S5? /Kerd.-; = Imd,-7, 
K* = Ima, = 2726. 
k=l 


由 正 合 序列 
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0— 6 — &. — K*— 0 
诱导 出 长 正 合 序列 
eo H'(D,0) > H'(D,9S73) — 
> H'(G,K?) > HP (D,0) — + 
因为 了 是 拟 凸 域 ,3 一 问题 可 解 ,所 以 有 HOD, 9C) ) = mmo, 
9) = 0( 见 推论 6. 4. D ,所 以 
H’(D,K?) = 0,V p> 0, 


逐次 检验 ,可 知 

(6. 5. 2) H’(D, K’) —0, p> 0,q 2 2. 
而 从 短 正 合 序列 
0 — Kx DK Sao 0 

可 诱导 出 长 正 合 序列 


0> rD, K=) > F(O,01) > 


> T(D, 720) > H (D,K) — += 


k=1 
H (6. 5. 2) 式 
HO, Kr) = 0, 
所 以 得 正 合 序列 
0— (D, K) > r(D,0®) > rD, $20) — 0. 
t=1 
这 就 是 所 要 证 的 . 


层 与 上 同调 在 全 纯 开拓 上 也 有 重要 应 用 ,请 读者 参阅 $5.3 
的 第 5.3.3 Bt. 
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外 微分 
Cauchy-Riemann 算 子 :对 于 函数 的 ,23,144; 对 于 形 
式 的 
诱导 Cauchy-Riemann 算 子 或 切线 Cauchy-Riemanm 
算 子 
Laplace 算 子 ,或 C 中 的 开 单位 圆 盘 
在 CX[0,1] 上 的 外 微分 
36i 4-5, CX (0,1] ER] IHd 
微分 形式 在 映射 F B hr l] 
D 上 的 Borgman 射影 
反 导 数 _ 
对 函数 的 积分 算 子 
对 1 形式 的 积分 算 子 
度量 联络 


索引 


Bergman 核 函 数 (Bergman kernel) ,264,274 

球 的 (for ball) ,280 

多 圆柱 的 (for polydisc) ,280 

完全 Reinhardt 域 的 (for complete Reinhardt domain) ,280 

域 的 拓扑 积 的 (for topological product of domains) ,278 

的 变换 公式 (transformation formula for) ,279 

的 条 件 A 和 条 件 B(condition A and B for) ,286 
Bochner 定理 (Bochner’s theorem) , 248,260 
Cartan 定理 A 和 B(Cartan”s theorem Aand B ) ,184 
Cauchy-Green 公式 (Cauchy-Gerreen formula) ,23,146 
Cauchy-Riemann 方程 (Cauchy-Riemann equations) 

齐 次 (homogeneous) , 3,22 

非 齐 次 (inhomogeneous) ,22 


Cousin 问题 1(Cousin problem 1) ,342 
Cousin 问题 I (Cousin problem E ),344 
CR- £i fi (CR- function) ,249 
3-H F (3-operator) ,3,24, 146 
3-Neuniann 问题 (3-Neumann problem) , 145 
2.-ME3- CA.- operator) ,250 
Dirichlet 问题 (Dirichlet problem) , 42 
Fefferman 映射 定理 (Fefferman’s mapping theorem) ,225,282,283,285,291 
Grassman 代数 (Grassman algebra) ,84 
Hartogs 现象 (Hartogs” phenomena) ,26 
Hefer 定理 (Hefer’s theorem) ,140 
* 363 * 


Hermite py £1 (Hermitian iiet product), 120 
Jacobi 矩阵 (Jacobian matrix) , 10 
Laplace $ -F (Laplace operator) , 41 
Lauren # ¥ (Laurent series) , 19 
Leray 截面 (Leray section) ,193 
Levi . 
形式 (form),51 
[a] Bii (problem) ,66 
Mittag-Leffler 定理 (Mittag-Liffler’s theorem) ,342 
Oka E XE (Oka? s throrem) 
Plemelj 
AAR (formula) ,245,254 
跳跃 公式 (jump formula) ,245,255 
Riemann 映射 定理 (Riermann mapping theorem) , 30 
Sard j£ FË (Sard' s thoorem) ,69 
Stein 流 形 (Stein manifold) , 182 
Stokes $E E (Stokes thorem) ,98 
Weierstrass 预备 定理 (Weierstrass’ preparation theorem) , 12 


Weierstrass 定理 (Weierstrass’ theorem) , 15 
三 H 
-E3E3& Sk (Upper semicontinuous) , 43 
上 同调 群 (Cohomology groups) 
Cech, 328 
3,340 
de Rham,102 
Grothendick , 311 
系数 在 一 层 内 的 (with coefficiemts in a sheaf) ,306 
上 链 (Cochain) ,322 
子 层 (Sub-sheaf) ,299 
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双全 纯 (Biholomorphic) 
等 价 (equivalence) , 29 
映射 (map) ,28 
予 层 (Presheaf) ,302 
n id 
凸 包 (Convex hull) ,36 
关于 线性 函数 的 (with respect to linear functions) , 36 
关于 A(D) 的 (with respect to A(D)),36 
外 代数 (Exterior algebra) ,84 
正 合同 调 序列 (Exact cohomology seqence),318 
正 合 序列 (Exact sequence) ,301 
层 的 (of sheaves) ,301 
包含 同 态 (Inclusion homomorphism) , 302 
凸 性 (Convexity) 
全 纯 (holomorphic) ,37 
关于 线性 函数 的 (with respect to linear functions) ,37 


关于 多 次 调和 函数 的 (with respect to plurisubharmonic functions) ,60 


切 空 间 (Tangent space) ,77 

边界 (Boundary) 
Cm 逐 块 光滑 CC" (piecewise smooth) 100 
C'?,50,51 

外 微分 (Exterior derivative) , 86 


Æti (Holomorphic) 
开拓 (extension) ,33,245,254 
切 丛 (tangent bundle) , 114 
余 切 从 (cotangent bundle) , 114 
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”向 量 从 (vector bundle) , 113 
截面 (section) ,115 
全 纯 凸 (Holomorphically convex) 
H (domain) ,35 
E (hull) ,37 
多 面体 (Polyhedron) 
解析 (analytic) ,40 
Weil,140 
仿 紧 (Paracompact) ,90 
次 调和 函数 (Sabharmon function) ,42 
微分 特性 (differential cheracterization of) , 46 
极 值 原理 (maximum prinoiple) ,42 
次 均值 性 质 (submeam value property for) ,44 
自然 投影 (Nalural projection) ,302 
t wm 
3F(Germs) 
全 纯 函 数 的 (of holomorphic functions) ,295 
亚 纯 函数 的 (of meromorphic functions) ,341 
连续 函数 的 (of continuous frnctions) ,295 
Cr 函数 的 (of smooth functions) ,295 
任意 函数 的 (of arbitrary functions) ,296 
常 值 函数 的 (of constant functions) ,296 
I (Sheaf) 
Abel 群 (of Abelian groups) ,295 
解析 (analytic) ,295 
凝聚 (coherent) ,183 
正 合 序列 (exact sequence of) ,301 
H F (divisors) ,345 
3F (of germs of) 
fi BB Š (holomorphic functions) ,295 
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亚 纯 函 数 (meromorphic functions) , 341 
连续 函数 (continuous functions) ,296 
光滑 函数 (continuoas funciivrs) ,295,296 
可 道 全 纯 函 数 (invirtible holomorphic functions) ,345 
可 道 亚 纯 函 数 (invertible meromorphic functions) ,345 
Tl (quotient) , 300 
松软 (flabby) ,308 
强 (fine),334 
层 同 态 (Sheaf homomorphism) ,298 
4f (image of) ,299 
ËL (kermel of) ,299 ' 
RHY (Stalk of a sheaf)294 
JE BJ MERE CSectión of a sheaf) ,305 
极 大 值 原理 (Maximum principle) 
调和 函数 的 (for harmonic functions) , 42 
全 纯 函 数 的 (for holomorphic functions) ,9 
次 调和 函数 的 (for subharmonic functions) ,4 
余 切 空间 (Cotangent space) ,80 
拟 凸 域 (Pseudoconvex domain) ,51 
强 (strictly) ,51 
形式 (Form) 
1- 形 式 (1-form) ,86 
rf- 形 式 (r-form) ,84 
(p,q) 型 (of type(p,q)),110 
条 件 R(Condion R) ,285 
坐标 卡 (Atlas) 
co) 结构 的 (for C™ structure) ,71 
极 大 的 (maximum) ,72 
复 结构 的 (for complex structore) , 104 
坐标 系 (Coordinate system) ,72 
Æ tli (holomorphic) , 104 
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体积 形式 (Volume form) ,2 
穷竭 函数 (Exhaustion function) 
多 次 调和 (plurisubharmonic) ,62 
强 多 次 调和 (strictly plurisub harmonic) ,62 


A 
Jf. — [i] zs (Monomorphism, injective) , 301 
5E [5] (Orientation) ,91 
诱导 (induced) ,94 
iE (positive)92 


拉 回 (Pull back) ,88 
单位 分 解 定理 (Theorem of partition of unit) ,90 
函数 (Function) 

CR ,249 

区 域 的 定义 (defining ,for a domain) ,83 

调和 (Harmonic) ,41 

4f (holomorphic) ,4,8,9 

VE Ati (meromorphic) , 343 

多 次 调和 (plurisubharmonic) , 48 

穷竭 (exhaustion) ,62 
强 (strictly) ,62 
A E 

复 Green 公式 (Complex Green's formula) ,247 
复 Hessian(Complex Hissian) , 49 
相对 紧 (Relatively compact) ,37,188,193 
除法 问题 (Dinision problem) ,346 
复 射影 空间 (Complex projective space) , 17,105 
度量 (Metric) 

Bergman ,28] 

Hermite, 125 
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ASE invariant) ,281 

映射 (Map) 
双全 纯 (biholomorphic) ,28 
全 纯 (holomo phic),27 — — 


核 (Kernel) 

Bergman ,264,274 

Bochner-Martinelli, 132 

Bochner-Martinelli-Koppelman , 176,205,211 

Cauchy ,23 š 

Cauchy-Fantappiè, 135,203 

Xeniati- Ramirez, 157 ,165 

Leray,135 

具有 权 的 (with weight) , 171 
PEJE (Manifold) 

À (Complex) ,104 

M4) (differential) ,71 

子 流 形 (submanifold of) ,80 
积分 表示 (Integral representation) 

Andreottti-Norguet , 203 

Bergman-Weil, 141 

Bochner-Martinelli, 132 

Bochner-Martinelli 关于 光滑 函数 的 (Bochner-Martineli，for smooth 
functions) , 148 

Bochner-Martinelli-Koppelman , 176,205,211 

Cauchy-Fantappié , 135 

拓 广 的 Cauchy-Fantappie Generalized Cauchy-Fantappié) ,202 

Nenkin X J 3830 io BR 07] OX curun, for strictly pseudocorwea domains) , 157 , 
165 

Koppelman, 210 

* 369 + 


Koppelman-Leray , 221 
Leray,137 
Leray-Norguet, 169 


+ 
l 
El 


3i (Domoin) 
凸 (Convex) ,35,137 
Hartogs,30 
全 纯 凸 (holomorphically convex) ,35 
全 纯 (of holomorphy) ,34 
拟 凸 (pseudoconvex),50 一 
Reinhardt,29 ,279 
循环 (Cycle) ,104 
同调 于 零 (homologous to zero) ,104 
弱 同 调 于 零 (weakly homologous to zero) ,104 
隐 范 数 定理 (Implicit function theorem) ,11 


十 = m 


微分 同 胚 (Diffeomorphism) ,74 
微分 形式 (Differential form) 

Hi (closed) , 102 

恰当 (exact) , 102 

Co 类 (of class C?) ,86 

(p,q) 型 (of type (p,q)) ,110 
模 积 (Wdge producr)84 


+ m E 


满 同 态 (Epimorphism ,surjective) ,302 
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